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1. Introduccion

Una paradoja es un resultado que parece ser esencialmente absurdo (James R. Newmann).

Lo que ayer fue una paradoja, puede hoy no serlo, pero puede volverlo a ser. Muchas de
las paradojas en matematicas tuvieron sus origenes en la falta de claridad sobre el concepto
del infinito. Los trabajos de Cantor en el siglo XIX resuelven buena parte de las paradojas
que surgieron de los conjuntos infinitos.

Es bueno mencionar que el concepto de infinito es una construccion mental, o ma-
temadtica, posiblemente en el mundo fisico no existe el infinito. Atn en la teologia este
concepto conduce a paradojas. Un ejemplo “ligero” se expresa asi: ;Puede un ser infini-
tamente poderoso crear un objeto indestructible? Si la respuesta es si, al no poder destruir
el objeto ya dejo de ser infinitamente poderoso. Si la respuesta es no, entonces al no po-
der crear un objeto de la caracteristica dada (indestructible) dejaria de ser infinitamente
poderoso.

Un ejemplo mas profundo se deduce del libro El Judaismo de Hans Kiing: ;Como un
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Dios infinitamente bondadoso y omnipotente permitié el Holocausto? La solucion dada
por W. Jonas fue: Dios es infinitamente bondadoso, pero el libre albedrio limita su omni-
potencia.

En el caso que nos ocupa, una de las paradojas mas sorprendentes del siglo XX es la

denominada paradoja de Banach-Tarski la cual en su version débil se expresa asi:

Es posible dividir una bola B3, en el espacio ®3, B3 = {z € R, || = ||< r},
en cinco conjuntos disjuntos y por medio de isometrias reagrupar los cinco

conjuntos, y formar dos bolas iguales a la inicial.

Como la operacion puede repetirse indefinidamente una version publicitaria de la pa-

radoja de Banach-Tarski se expresa asi:

Es posible dividir un frijol en un nimero finito de partes (cinco son suficien-
tes), reagruparlas por medio de isometrias y formar un frijol del tamano del

Sol.
Una version fuerte de la paradoja de Banach-Tarski se enuncia asi:

Sean A, B C R? con interior no vacio. Es posible dividir A, B en un nimero
igual de subconjuntos disjuntos Ay, Ay, ... A,; By, By, ... B, tal que B; =
o(A;). El simbolo = significa equivalente por descomposicién. El resultado

es sorprendente cuando o es una transformacion isométrica.

2. Objetivos de esta conferencia

Los objetivos son dos:

= FElevar a la categoria de teorema una conjetura.

= Contribuir a un requerimiento.



2.1. Conjetura

Las matematicas no sirven para nada util. Esta conjetura es casi tan popular
como las originales expresiones del siguiente tenor —Colombia es el mejor
vividero del mundo. Solos no podemos. Entre todos lo lograremos. Lo mejor

de Colombia es su gente. L.os buenos somos ms .. .—.
Requerimiento

Querido Dios: Si solo me resta una hora de vida permiteme pasarla en una
aburrida conferencia de matematicas (como ésta), por que por el tedio prodi-

cido esa hora me parezca eterna (adaptada de Leonard Wapner)

2.2. Algunas paradojas que ya no lo son

Paradoja de Zenon

Aquiles no puede alcanzar una tortuga, mucho mads lenta que él; si ésta inicia la carrera
con ventaja.

El conocido razonamiento de Zenon puede parafrasearse asi:

Si la velocidad de Aquiles es 10 veces la de la tortuga, y ésta comienza la
carrera con 10 unidades de ventaja, cuando Aquiles llega al punto donde ori-
ginalmente estaba la tortuga, ésta ha avanzado una unidad. Cuando Aquiles
llega a ese punto, la tortuga habra avanzado 1/10 de unidad, etc., y asi nunca

lo alcanzara.

Por supuesto Zendn conocia que existen series infinitas de suma finita, pero tal vez no

sus interlocutores.
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Una solucion siguiendo el razonamiento de Zendn se ilustra a continuacion (figura 1),
con vy = 10, v = 1, en donde v4, vy son respectivamente las velocidades de Aquiles y

de la tortuga. Tiempo que requiere Aquiles para alcanzar la tortuga:
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Una solucion elemental que no recurre a la serie es, por ejemplo (figura 2): Aquiles

alcanza la tortuga en la distancia x y en el tiempo ¢ 4,
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Paradoja que niega el movimiento

Un poco més sutil es la paradoja de Zen6n que niega el movimiento, considerando la

trayectoria de una flecha.



En cualquier instante la flecha ocupa una region del espacio igual a su longitud y
no hay movimiento. Como esta observacion es cierta en cada instante, la flecha nunca
estd en movimiento. Un método para resolver esta paradoja es recurrir al concepto de

infinitesimales y a la aritmética no estandar (Mc Laughlin).

Paradojas que surgen del concepto de infinito

Descartes no aceptaba la posibilidad de existencia de una recta de longitud infinita, pues
pensaba que tendria el mismo nimero de pies, que de pulgadas, lo cual le repugnaba.
Galileo se extrafio que existieran tantos nimeros naturales como cuadrados perfectos, si
estos eran claramente menos numerosos que aquellos.

Cantor resuelve los problemas que surgen de los conjuntos con cardinales infinitos,
definiendo que Card(A) = Card(B), si existe una bijeccién de A en B, y expresa A ~ B,
A es equivalente a B.

Se dice que Card(A) < Card(B) si existe una aplicacion inyectiva de A sobre un
subconjunto de B. El teorema de Schroder-Bernstein permite concluir que si A < By
B < Aentonces A ~ B; Card(A) = Card(B).

Es elemental verificar que
Card(N) = Card(Z).
Basta considerar las siguientes inclusiones:

a) N—12Z

n—mn



de donde Card(N) < Card(Z).
b) Z — N

0O—0

sin>o0, n—2n

(1

sin <o, n—2n+1,

de donde Card(Z) < Card(N), por lo cual Card(N) = Card(Z).

Para demostrar que Q* y N son equivalentes,

Card(Q") = Card(N) (2)

se consideran las siguientes funciones inyectivas

a) Q—N

b
la injectividad es trivial por la unicidad de la factorizacién. De donde se deduce Card(Q™)

(@) __,9a 3b7 % irreducibles,

<

Card(N).
b) N— Qt
z 3)

n— 7

de donde se concluye Card(N) < Card(Q™), por lo cual Card(N) = Card(Q).
Hoy no se considera una paradoja el hecho que un segmento de recta tenga el “mismo

numero de puntos” —la misma cardinalidad que toda la recta real —. Es suficiente considerar
la bijeccion
¢ m+
[0, 1[—R
ton (57)
r— tan | —x
2
1 2
¢~ (y) = —arctan(y).
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Miés interesantes son las proyecciones que muestran que S* — {P} ~ Ry 5?2 —{P} ~ R2,
Estas biyecciones al agregarle el punto P permiten compactificar la recta real, o el plano
complejo.

Si se quiere “alcanzar” facilmente el infinito de la recta numérica, o el infinito del plano

cartesiano, puede recurrirse a las tradicionales proyecciones (figura 3).
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Los infinitos, +00 y —o0, corresponden a . De donde

Card(S* — P) = Card(R). 4)



Figura 4:

De manera andloga (figura 4)
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Mucho antes que los matematicos los poetas sabian que es posible sostener en la mano

...el infinito:

“En un grano de arena contemplar el mundo.
Y en una flor silvestre el cielo vislumbrar.
Sostener en la mano el infinito.

Y la eternidad en una hora condensar”,

William Blake.



Para quienes trabajan en relatividad general, y en particular en agujeros negros, el
ultimo renglén del verso es tan evidente como lo es para el matemdtico sostener en la

mano el infinito.

3. El malo del paseo. “El axioma de eleccion”

En la frustrada busqueda de preservar la consistencia de la matematica un hito lo consti-
tuye la formalizacion de la teoria de conjuntos. Los nueve axiomas de Zermelo-Frinkel
(ZF) permiten construir los ndmeros naturales y por consigue todo el sistema numérico,
completdndose asi el reto de la “aritmétizacion del andlisis”. Se espera que estos axiomas
no tengan contradiccion, y que toda la matematica pueda deducirse de ellos. Por supuesto
que Godel destruye una de las esperanzas, al mostrar que en cualquier sistema axiomético
que permita construir los nimeros naturales y la operacion de adicién habra proposiciones
indecidibles. Algunos han comparado la construccion del sistema axiomatico (ZF) como
el trabajo de un buen pastor que cerca a su rebafio para protegerlo del lobo pero al hacerlo
puede dejar el lobo adentro.

No falta quien quiera afirmar que el papel del lobo lo juega el axioma de eleccién por
los resultados tan alejados de la intucion que pueden demostrarse a partir de éI.

Para hacer explicito el sistema de partida se denomina ZF el conjunto de axiomas sin

el de eleccion y ZF+AE, con el axioma de eleccion.

3.1. Sistema axiomatico ZF+AE

1. Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos.

2. Existe el conjunto vacio.



3. Siz y y son conjuntos entonces {x, y} es un conjunto.
4. La uni6n de un conjunto de conjuntos es un conjunto.
5. Existe un conjunto infinito.

6. Cualquier propiedad que pueda ser formalizada en el lenguaje de la teoria, puede ser

utilizada para definir un conjunto.

7. Para cualquier conjunto existe un conjunto cuyos elementos son los subconjuntos,

se denomina el conjunto de partes.
8. Paratodo x, x ¢ x

9. Axioma de eleccion. Si A es una coleccion de conjuntos no vacios, puede formarse
un conjunto cuyos elementos correspondan a la escogencia de un elemento de cada

conjunto de A.

Otra version més formal del axioma es: Si X # ¢, existe una funcion de eleccion

F:P(X)—¢ — X, tal que paratodo A C X, A # ¢, F(A) € A.

En 1938 Kurt Godel demostré que el axioma de eleccion es independiente de los otros
axiomas ZF. Para complicar la situacion en 1963, Paul Joseph Cohen demostro que la
negacion del AE también es independiente de ZF (Macho).

Como la funcién de eleccion no es construible explicitamente, una escuela de la ma-
tematica la rechaza, son los denominados “intuicionistas”, sus principales exponentes son
Brower y Poincar. El grupo complementario son los “formalistas”, escuela que esta repre-
sentada por los Bourbaki.

En el sistema ZF+AE la paradoja de Banach-Tarski PBT es un teorema (TBT). El cual
nos puede parecer tan “absurdo” como a nuestros antepasados les debia parecer que el

nimero de ndmeros naturales fuese igual al de nimeros pares.
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Sin ZF+AE, no podemos (por lo menos hasta ahora) demostrar, por ejemplo, los si-
guientes resultados:
Todo conjunto puede ser bien ordenado.
Todo espacio vectorial tiene una base.
Dos poliedros cualesquiera son equivalentes por descomposicion finita.
Para todo conjunto existe un nimero ordinal y una funcién biyectiva entre ellos.
Dados dos conjuntos Ay B # ¢, existe una funcion sobreyectiva de A en B o una funcién

sobreyectiva de B en A.

Para comprender por qué es posible la existencia de PBT, debe mostrarse que el con-
cepto de volumen, superficie o longitud no existe necesariamente para todos los conjuntos.
Es decir, que existen conjuntos a los cuales no se les puede asignar una medida en el sen-
tido de Lebesgue. No es de extrafiar que estos conjuntos requieran para la construccion el

axioma de eleccion.

3.2. Existen conjuntos no medibles, en el sentido de Lebesgue

Se nota 1(A) la medida del conjunto A en el sentido de Lebesgue. El caracter paradéjico
del TBT surge de las propiedades que se atribuyen al concepto de longitud, drea o volumen,
por ejemplo: si A # ¢, B # ¢, A, B disjuntos, p(A) > 0, u(B) > 0, entonces pu(AUB) =
pw(A) + u(B) > p(A). Perosi A # ¢, B # ¢, u(AN B) = ¢, y no existe u(A), u(B),
pero si u(A) U u(B), entonces no puede deducirse (A U B) > u(A), ya que p(A) no
estd definida.

Una propiedad de los conjuntos medibles, es que la medida se preserva por transfor-
maciones isométricas (rotaciones y translaciones), 11(A) = u(o(A)) en donde o es una

1sometria.
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En 1906 Vitali muestra un ejemplo de un conjunto en R que no es medible en el sentido
de Lebesgue.

Sea A = |0, 1]. Se define la siguiente relacin
r~y & x—yeQ.

P. ej. V3 no es equivalente a V2.
Siv3—+v2=recQ.Setiene 3 =12+ 2+ 2rv/2, de donde

3—2—1?
V2 = 2—7“ € Q. jcontradiccién!.
r

Es facil demostrar que ~ es una relacién de equivalencia. Sea M el conjunto de las
clases de equivalencia y sea C' el conjunto de “eleccién”, card(M) = N;.

Sea C, = C +r,r € [0,1] N Q. Como la medida de Lebsgue es invariante por
translacion, si p(C') existe entonces p(C;.) = u(C).

Se tiene

[0,1] C quH[O,l] C, C]Jo,2]. (5)

En efecto, si z € [0,1] = x € [z], existe un ¢ € Q N [0, 1] tal que = — & = ¢, en donde &
es el elemento elegido de [z].

Siz e UC, = 3,,x € C+q=z€0,2],de (5) se deduce

u([0,1]) < > u(Cy) < u((0,2).

Si pu(C,) = 0, entonces 1 < 0 < 2.

Si p(Cy) # 0, entonces 1 < oo < 2. La contradicciéon demuestra que (C') no existe.
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4. Demostracion del teorema de Banach-Tarski

Las bases de la demostracion han sido tomadas de Wagon (1995), Wapner (2005), Macho
(2002) y Su (1990).
Recordemos algunas definiciones. Sea G un grupo y X un conjunto. Se dice que GG

opera sobre X por la izquierda, si existe una funcion

G x X — X, tal que

91(927) = (9192)

exr = e, eelemento unidad.

Siz € X, O, ={gz,g € G} se llama la 6rbita de x. El conjunto de érbitas define una
relacion de equivalencia y una particion de X.

G opera libremente sobre X si gz # z para todo g # e.

G opera transitivamente sobre X, si para todo par de elementos z,y € X, existe g € G
tal que y = gx. En estas condiciones hay s6lo una 6rbita en X.

Sea GG un grupo, a,b € G, una sucesion gy, g, . . . g, de elementos de GG se 1lama una
palabra con relacién a las cuatro letras a, =%, b, b=L. Por ejemplo, a~*bab~'ab es una
palabra de seis letras.

La longitud de e se toma como cero.

Se asume que las palabras son reducidas si g;g;+1 # e, es decir no hay términos con-
secutivos inversos el uno del otro.

El grupo generado no es abeliano, en efecto:

Si ab = ba entonces b~ 'aba~! = e, lo que darfa una palabra de longitud cero y 4
simultaneamente.

El grupo F' generado por a,b,a!,b~! se denomina grupo libre de orden 2.
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Figura 5:

4.1. Grupos paraddjicos

Sea G un grupo que opera sobre un conjunto X. Suponemos que £ C X. F es G-
paraddjico si existe m,n subconjunto disjuntos de E Ay,... A, By,...B, C E,y
91, -+ Gm, h1,... h, € G tales que (figura)

g:(A) = U hy(By).

1 j=1

E =

I'Cs

1

Lo que resulta paraddjico es cuando el grupo G es un grupo de isometrias, puesto que
si pu(A;), 1(B;) existen, se tiene

m m m

E = ‘§1 hiA;,  u(E) = Zu(hiAi) = ZH(Ai) = ZH(Bi)

' i=1 i=1 i=1
y sin embargo Y j(By) + Y, p(As) < ().

No es de extrafar que el teorema (o paradoja) de Banach-Tarski, requiera operar sobre
conjuntos no medibles en el sentido de Lebesgue. —Los cuales existen aun cuando no son
construibles en el sentido requerido por los intuicionistas.

No todos los conjuntos paradéjicos, con respecto a un grupo (7, son contraintuitivos.

El siguiene elemental ejemplo ilustra lo anterior.
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Figura 6:

Considérese el cuadrado G, formado por los conjuntos rectangulares A, B (para que

sean disjuntos la linea M, N sélo pertenece a B (figura 6). Sea

la transformacién que duplica las longitudes horizontales y deja iguales las verticales. Es
claro que C = o(A) = o(B), es paradéjico con respecto al grupo G = {o,i € R}, pero

0 no es una isometria, el resultado no es contraintuitivo.

Teorema

Si F' es un grupo libre de rango 2, entonces [ es paraddjico.
Sean o, T los generadores de F', llamando W (o), W (o~ '), W (7), W(7~!) las palabras

1

que empiezan respectivamente por o, o1, 7, 771, Se tiene

F=W(@)UW(@ HuW(r)uW () u{e}.

Pero FF = W(o)UoW (o) =W(r)UrW(r ).
Demostremos la primera igualdad:
Size FyzeW(o)=z € W(o)UcW(c).

Size Fyx ¢ W(o),entonces 0 'z € W(oc™!) =2 eoW(o).
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Teorema fundamental

Si G es un grupo paraddjico que opera libremente sobre X, entonces X es paraddjico.

Por ser GG paraddjico, existen Ay, ... A, By, ... B,, C Gdisjuntos,y g1, ... gn, h1,... hy €

G tales que

Siz € X,sea O, = {gr,g € G} la 6rbita de = por la accién de G. Por el teorema de
eleccion se elige £ € X, de cada 6rbita. Sea M el conjunto resultante.

El conjunto

ggG{gf,S € M}

es una particion de X. En efecto,sixz € X = z € O, = dg € G, tal que x = ¢§, en
donde ¢ € M. Hay que demostrar que los conjuntos dados son disjuntos.

Size{g,&.& € MYN{gm,n € M}, setiene x = gi1&1 = g2&2 = & = g5 ' gam2.
Por lo tanto, &;, 7, estdn en la misma Orbita. Como sélo hay un elemento en cada 6rbita
£1 =1,y g, g2 = e = g1 = go. Obsérvese que se utiliz6 la propiedad que el grupo opera
libremente.

Se define:

) €c
B = &UM{gé’g € By}

Como los A;, B; son disjuntos, también lo son A7 y B]*, enefectosiz € M;NM; (M, = A}

6 B}, M; = A% 6 Bj), entonces z = gi11 = ga&2 => 11 = 97 golo =

m==%&, Yy 91=92,

16



Hay que demostrar que los conjuntos A7, B, i@ = 1,n, j = 1,m, y los elementos del
, hyn, son los componentes de la definicion de X como conjunto

grupo G9gla--'7gnahl7"'

paraddjico.

= U gA = U h,B
X_ig1glAl jL:JIh]B].

En efecto, por ser G paraddjico se tiene

= b (glseoead) =y foaco )

@1 giA
— - X
ggn{gﬁ, g € G}

por ser G paraddjico y operar asociativamente sobre X.
De igual forma se demuestra

X = jL:JI h;B7,
por lo tanto X es paraddjico.

Teorema

SOj3 tiene un grupo libre de rango 2.
Este teorema lo demuestra Stan Wagon. Considérense las rotaciones ¢, (figura 7),

con

1
@zw:arccos(g),

L F22 1 0 0
Sl N B U (U R
0 0 1 0 F22 |
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Figura 7:

En el anexo, siguiendo a Wagon, puede demostrarse que dos palabras formadas por el
grupo libre de orden 2, no generan el elemento identidad. Propiedad que permite deducir
que el grupo actda libremente sobre S? — (2, en donde §2 es el conjunto numerable formado
por la interseccién de S? y los ejes de rotacién del grupo libre, que es numerable. Nétese

que es necesario “eliminar” ) de S2, pues sobre (), el grupo no opera libremente.

Lema

S? — ) es paradéjico.

El cardinal del grupo libre, que llamaremos G, es enumerable. Cada palabra determina
un eje de rotacion, los unicos puntos fijos de la esfera con relacion a la rotacion son la
interseccion del eje con la esfera. Como G es paraddjico, (todo grupo libre de orden 2 lo
es), y actiia libremente sobre S? — (), se deduce que S? — 2 es paraddjico.

Siguiendo los mismos pasos de demostracion del teorema fundamental, se concluye
que S? — €2 puede descomponerse en 4 subconjuntos disjuntos, y por medio de isometrias
generar dos copias de S2.

Los pasos siguientes tienen por objeto “eliminar” el conjunto numerable €2, es decir

18



demostrar que S? y S? — (, son esencialmente equivalentes. Para esto se requiere una
nueva definicion.

CONJUNTOS EQUIDESCOMPONIBLES. Sea GG un grupo que actda sobre un conjunto X,
A, B C X, sedice que A, B son GG equidescomponibles y se nota A ~¢ B, si A, B pue-
den dividirse en una unién finita de partes disyuntas, Ai,..., A,, By,..., B, y existen

g1, ---gn € G tales que

Nuevamente, el caso interesante corresponde a (&, grupos de isometrias.

El siguiente lema realiza parte del trabajo (Macho).

Lema

Sea 2 C S?, formado por la interseccién de S? con los ejes de rotacién del grupo libre de
orden 2, generado por ¢, ¢. Existe una rotacién p tal que p(2)p?(2), p3(€2), ... son dos a
dos disjuntos.

Como (2 es numerable y S? tiene cardinalidad N, existe p € S? — (). Sea ¢ un eje que
pase por p y el origen. Sea py una relacién de dngulo 6 alrededor de /. Para z € (2, sea
A(z) ={0; po(z) € Q}. Como 2 es numerable, A(z) es numerable, y

A= U A(z),

z€Q

es numerable, puede elegirse 6y ¢ A entonces py,(2) & €, pg, () C S* — Q, pg, es el p

buscado. Por construccion se tiene

Pt () NQ =g,
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por lo tanto, sin > m

prE) NP Q) = QN p" Q) = ¢

Teorema
S ~g 57— Q.
Sea p una rotacién tal que p(Q2), p?(Q2), . .. sean dos a dos disjuntos. Sea

Q:

icy

@) =00 T Q)

QO c Q.

Como S = (82 - Q)UQ C (S2-Q U, siS?—-Q cC S?yQ C S? entonces

S? = QU (S? — Q). Por otra parte,

p(Q) =p(QQUPAQU... P U...
Q=QUp( QU U....

Se deduce Q—p(Q) = Q, porlo tanto S2—Q = p(Q)U(S%2—Q),y como S? = QU(S2—Q),
se concluye que S? y S? — € son son equidescomponibles (los elementos del grupo son p

y e).

Corolario

S? es paradéjico.

Resta demostrar que B3 es paradéjico (marta Macho).

A cada punto z € S?, se le hace corresponder el segmento |0, z], esto permite des-
componer la bola B? privado del origen en los 4 subconjuntos, que al transformarlos por

medio de isometrias generan dos bolas B? privadas del origen.
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Ahora hay que “eliminar” el origen, y mostrar que B? es “esencialmente” igual a B> —
(0,0,0); en términos mds precisos, B®> ~ B3 — (0,0, 0).

Para esto sea P un punto al interior de la esfera S? tal que d(0, P) = 1/2. Sea p una
rotacion de centro Py dngulo 6 tal que 0/ sea rotacién £. Los puntos 0, p(0), p*(0), ...

son todos distintos. En efecto, si para m # k se tiene

pm(0) = pu(0)

pm—k’(e) =0, (m - k)e = 27r,
0 2r

T m-—Ek

€ (), jcontradiccion!.
Sea

A =0Up(0)Uup*(0)U...

p(Ar) = p(0) U p(0) U p%(0) U p*(0) L.,

de donde p(A;) = A; — {0}. Sea Ay = B® — Ay, se tiene B®> = Ay U A;. Por otra parte,
Ao U p(Ay) = B® — {0}. Por lo tanto, B* ~, B* —{0}.

Dos profesores de la Universidad de Ohio (OSU) en Columbus han publicado una
variante del Teorema de Banach-Tarski (TBT), en la cual los conjuntos en que se parte la
bola unidad son conjuntos que tienen la propiedad de Baire, y una version “atenuada’ del
TBT no usa para su demostracion el axioma de eleccion.

El teorema se expresa asi:

Sea X un espacio métrico separable y G un grupo numerable de homeomor-
fismos de X que actian libremente sobre un subconjunto M “codelgado”. Sea
N > 1y suponer que G tiene un subgrupo libre de rango 3V, con generadores
fi; @ =1,2,3,© < j < N). Entonces existen subconjuntos abiertos disjuntos

A,;; tales que para cada j C N, f1;(A1; U fa;(A2; U f5;(Asj) es denso en X.
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Para la demostracion se emplea la propiedad de ordenar un conjunto numerable, esta pro-
piedad no requiere de AE para su demostracion.

Un conjunto A se llama “delgado” si es la unién numerable de conjuntos ninguno de
los cuales es denso. Un conjunto “codelgado” es aquel cuyo complemento es delgado.
Es importante recordar que la descomposicion de B* que logra con 6 subconjuntos cada
propiedad de Baire, al transformarlo por medio de isometrias no obtiene dos bolas B3. El

carécter paraddjico se pierde al considerar, por ejemplo que 1(Q) = 0, pero 1(Q) = 1.

5. Epilogo

Quien no este familiarizado con la paradoja B-T, puede tener la impresion que los 5 sub-
conjuntos en que se divide las bolas, tienen cierta estructura, por ejemplo que sean cone-
Xas, 0 que tengan interior no vacio. En realidad, como se demostrd, la estructura es bien
compleja, si bien son cinco conjuntos, cada uno de ellos estd formado por un“nimero”
de componentes no numerable, y todos son no conexos. Intuitivamente cada conjunto esta
compuesto por un ndimero de rectas de cardinalidad ;.

La construccion de los conjuntos requiere el empleo del axioma de eleccion, sobre
un conjunto de cardinal aleph uno, lo cual demuestra que desde cualquier punto de vista
practico es imposible de realizar.

Siguiendo a Volke Runde, con algo de sentido del humor podria decirse que la paradoja
B-T explica el milagro de la multiplicacion de los panes y los peces. Pero podria afiadirse,
si unos dios puede en un tiempo finito hacer la escogencia del conjunto de eleccion, en
un conjunto infinito no numerable, bien podria, y tal vez con menos esfuerzo, si se puede
hablar de esfuerzo en un ser omnipotente, realizar directamente el milagro sin recurrir a
argucias logicas.

El trabajo de los profesores Dougherty y Foreman si bien divide la esfera (y la bola)
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en conjunto con algo de estructura, conjuntos de Baire, no necesariamente estos tienen
caracteristica de conjuntos Borelianos, pues serian medibles. Bien se conoce que ain los
conjuntos Borelianos pueden ser extremadamente complejos. Es posible que pueda existir
una division de la esfera en conjuntos como interior no vacio, pero debo confesar que no
la conozco, este resultado haria atin mas paradoéjico el teorema B-T. Por supuesto que esos
conjuntos no pueden ser medibles en el sentido de Lebesgue.

En un universo en el cual la constante de Planck A, sea nula, pero que manejara la
misma logica del unico cosmos que conocemos. Sin recurrir al axioma de eleccion, y
aceptando la division de la bola en un nimero infinito, pero numerable, de partes, podria
realizarse el siguiente experimento mental.

Elegir los punto (o, 3,7) € B3, tales que (o, 3,7) € Q3 por medio de una transla-
cién se tiene un conjunto tal que su clausura es B3, y por supuesto la clausura de la bola
restante es también B3. Si se quisiera “vender” la bola formada por (o, 3,v) € Q3 , por
ser digamos de oro, se encontraria que no vale nada por que su peso seria cero, pero su
apariencia es de un sdlido.

Quiero terminar con una frase de Ian Stewart, citada por Wapner:

“Una de las mds molestas cosas que hacen los matematicos es arrojar dudas

sobre conceptos que imaginamos, entendemos perfectamente bien”.

Anexo

En la demostracién de carécter paradéjico de S? — (), falta demostrar que el grupo libre
actda libremente sobre S? — ) (los dos conceptos de libertad aqui no tienen relacién) por
esto se requiere que ninguna palabra produzca el elemento unidad. La siguiente demostra-

cion es de Stan Wagon.
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Queremos mostrar que ninguna palabra reducida no trivial en ¢=, p* igual la identidad.
Como la conjugacién por ¢ no afecta si una palabra se anula o no, podemos restringirnos
a palabras que terminen por la derecha en ¢*. Entonces, para conseguir una contradicion,
asumimos que w es una de tales palabras y w iguala la identidad.

Afirmamos que w(1, 0, 0) tiene la forma (a, bv/2, ¢)/3¥, donde a, b, ¢ son enteros y b no
es divisible por 3. Esto implica que w(1,0,0) # (1,0, 0), que es la contradiccién requerida.
La afirmacién se prueba por induccion sobre la longitud de w. Si w tiene longitud uno,
entonces w = ¢+ dy w(1,0,0) = (1,4+/2,0)/3. Suponer entonces que w = ¢*w' o
w = p*w’ donde w'(1,0,0) = (a/,V'v/2,¢)/3F donde @ = o’ F 4V, b =V + 2d/, ¢ = 3¢,
oa=3d,b="VF2,c=c + 4V de acuerdo a como w comience, con ¢* o p*. Ello
sigue que a, b, c son siempre enteros.

Queda sélo por demostrar que b nunca llega a ser divisible por 3. Surgen 4 casos de
acuerdo a que w sea igual a ¢*pFv, pTv, pTédTv, o pTpTv donde v es posiblemente la
palabra vacia. En los primeros dos casos, usando la notacion y ecuaciones del paragrafo
previo, b = b’ F 2¢ donde 3 divide ¢ 0 b = ¥ + 2a’ donde 3 divide a’. Asi si &' no es
divisible por 3, tampoco lo es b. Para los otros dos casos, sea a”, b”, ¢’ entonces los enteros
se originan en v(1, 0, 0). Entonces, en uno u otro caso, b = 2’ — 9b”. Por ejemplo, en el
tercer caso, b = b’ +£2a’ =V £2(a” F4") =V +b" £ 2a” — 90" = 20’ — 9b”; una prueba
esencialmente idéntica se aplica en el cuarto caso. Asi si b’ no es divisible por 3, tampoco

lo es b, completdndose asi la prueba.
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