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PRESENTACION

Estudios estadisticos han mostrado que los estudiantes que toman un curso de
Matematicas Basicas tienen mejores resultados académicos en los cursos posterio-
res donde se suponen estos fundamentos. En apoyo de un curso como este se ha
elaborado un material con presentacién agradable; en lenguaje sencillo, claro; de
lectura atractiva, para que al ser trabajado concienzudamente por ellos les ayude
a alcanzar el propésito de nivelar los conocimientos basicos del dlgebra.

El libro contiene cuatro unidades. La primera, sobre nimeros reales; en ella
se hace un recorrido por las operaciones basicas en dicho conjunto: suma, res-
ta, multiplicacion, division y potenciacion. Un especial cuidado se ha tenido en
las operaciones con los numeros enteros y con los racionales, ya que con éstas
usualmente se presentan muchas dificultades. La segunda unidad gira en torno al
manejo de las expresiones algebraicas, particularmente, las polindmicas. Las ope-
raciones: suma, resta, multiplicacién y divisién entre polinomios son abordadas
indicando con detalle los procesos que se siguen para la realizacién de cada una
de ellas. La tercera unidad avanza en el proceso de factorizacién, agrupandola en
tres casos que cobijan los mas utilizados y requeridos en cursos posteriores: factor
comun, binomios y trinomios. En la cuarta y ultima unidad, ecuaciones, se indica
como resolver ecuaciones de primer y segundo grados. Aqui se enfatiza la traduc-
cion verbal a simbolos algebraicos.

Cada unidad consta de las siguientes partes:

— Introduccidn: se hace una breve justificacion de la escogencia del tema a
estudiar y un resumen de los contenidos que se incluyen.
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— Situacién inicial: se presenta un problema que busca motivar el estudio de
algunos contenidos de la unidad. Con el auxilio de la teoria se da respuesta a las
preguntas que alli se formulan.

— Secciones: se desarrollan los contenidos con ejemplos ilustrativos y ejer-
cicios.

— Ejercicios de repaso de la unidad.

Se recomienda al estudiante leer con anterioridad los contenidos que se tra-
taran en cada clase y seguir con detalle los ejemplos desarrollados, deteniéndose
en cada paso, de modo que el proceso le sea claro, para asi abordar en mejores
condiciones los ejercicios propuestos. Realizar algunos de estos ejercicios antes de
la clase le permitira establecer el nivel de comprensién que ha tenido de la lectura,
y asi aclarar las dudas que surjan, en clase, o en los apoyos extraclase que ofrece
la Universidad.

El éxito del curso depende en gran medida de una actitud positiva, una asis-
tencia regular y un compromiso con las actividades que él demande.



(Para qué sirven las matematicas?

La inmensa mayoria de los matematicos dira que las matematicas son bellas de por si, que
se justifican a si mismas. Pero las matematicas son ademas necesarias, 0 mas bien, indis-
pensables. Podrian ser la ciencia invisible: parte de su mérito consiste en estar detras de
multiples facetas de la vida cotidiana, ocultas pero esenciales. Y son también el motor del
cambio: no hay avion, robot, computador... tecnologia del futuro, que no se alimente de

matematicas. Algunas de estas facetas se reflejan en las siguientes situaciones:

¢{Habra que sacar hoy el paraguas? Las matematicas son esenciales para predecir qué
tiempo hara. Para ello se divide la atmosfera que envuelve al planeta en cajas imaginarias
de cerca de 50 kildémetros de lado y entre algunas decenas y centenas de metros de alto.
Por medio de los satélites y las estaciones meteoroldgicas se toman datos climaticos de
estas cajas y se introducen todas las variables en potentes ordenadores que las combinan
con las leyes de la dinamica y la fisica en complicados célculos para predecir cémo se
comportara el tiempo en los siguientes dias. A mas largo plazo, y con modelos matemati-
cos similares a estos que incorporan las interacciones de la atmdsfera con los océanos, los

hielos o la biosfera, se estudian también los posibles efectos del cambio climatico.

iLo siento, no hablo espanol! A veces consideradas un lenguaje universal, las matema-
ticas resultan también indispensables para la traduccién automatizada de cualquier idio-
ma, desde el francés al zului. Esto es asi porque los programas informaticos de traduccién
se basan en estadisticas y probabilidades, junto a enormes bases de datos de palabras,

para dar con la traduccién mas correcta de cada término.
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iCoge el teléfono! Marcar un nimero y hablar con alguien a través de un teléfono mé-
vil es mas complicado de lo que parece. Solo la norma GSM (Global System for Mobile
Communications), que permite conectar un receptor con otro, supone mas de 5.000 pa-
ginas de especificaciones técnicas. Las matematicas y los algoritmos no sélo consiguen
simplificar este proceso, sino que son fundamentales en cada uno de los pasos de una
llamada: la transformacion de la voz en series numéricas, su envio por ondas hertzianas,
el encriptado de la comunicacién, la gestion de las distintas frecuencias de radio de cada

operador...

Comunicacion blindada: como encriptar una conversacion telefénica para que no sea
escuchada por otras personas, o cdmo garantizar la seguridad de una tarjeta de crédito.
Desde la Il Guerra Mundial, donde los matematicos jugaron un papel determinante en el
descifrado de mensajes secretos, esta ciencia constituye la pieza clave de muchos de los
sistemas de seguridad usados de forma cotidiana. Un buen nimero de estos sistemas se
basan en el protocolo RSA, construido en torno a la idea de que, si bien se pueden cons-
truir cifras enormes a partir de nimeros primos (N = p - g), resulta muy complicado hallar

los factores p y g cuando sélo se conoce N.

iPuja y gana! ;Qué tiene que hacer una persona para sacar el maximo beneficio a la hora
de pujar en una subasta? La teoria de los juegos, creada por el matematico de origen hun-
garo John Von Neumann en los afios 1920-1940, analiza los diversos actores y sus diferen-
tes estrategias para anticiparse a ellos. Un ejemplo: en una situacidon simétrica en la que
unos piensan lo mismo que los otros, un postor debe buscar el maximo beneficio sabiendo

que los demas van a seguir la misma estrategia que la de él.

iSe caera este rascacielos? Los numeros han permitido también elaborar complejos mo-

delos matematicos para representar practicamente cualquier sélido o fluido en un ordena-
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dory simular cudl serd su comportamiento en la realidad. Es decir, predecir de alguna forma
el futuro. Estos modelos son ya utilizados para analizar la estabilidad de rascacielos y puen-
tes ante un terremoto o para simular el aterrizaje de una sonda espacial en un lugar remoto.
En estos momentos se intenta también reproducir los érganos del cuerpo humano en un
ordenador y llegar a saber con antelacion como respondera un paciente en un quiréfano

durante una operacion.

La probabilidad de desarrollar un cancer. Muchas enfermedades tienen un componen-
te hereditario, lo que significa que una persona puede estar mas predispuesta a padecer
un mal si es portador o no de un determinado gen. Asi ocurre con el gen BRCA1, cuya
mutacién se descubrié en 1990y que estd implicada en un porcentaje elevado de mujeres
con cancer de mama. Para hallarlo, los investigadores tuvieron que apoyarse en multiples

andlisis estadisticos sobre personas emparentadas.

De Parque Jurdsico a Star Wars. Conseguir que unos juguetes cobren vida en la pantalla
de cine o que el ataque de un tiranosaurio rex haga agarrarse a los espectadores de sus
asientos es posible, en gran medida, gracias a las matematicas. Muchos de los efectos
especiales mas alucinantes del cine o las peliculas de animacién son una combinacién de
pixeles y formas geométricas creadas a partir de matematicas por medio de programas

informaticos.

Revivir el pasado. Reconstruir una vasija rota nunca es facil. Pero qué pasa si ésta ade-
mas tiene siglos de antigliedad y debe ser recompuesta sin saber cémo era a partir de
cientos o miles de pequenos fragmentos desordenados e incompletos. Las matematicas
son igualmente una herramienta indispensable para la arqueologia, pues permiten re-
construir superficies de todo tipo e incluso partes de un cuerpo humano a partir de unos

pocos restos antiguos. Las piezas disponibles son digitalizadas e introducidas en progra-
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mas informaticos que recomponen el objeto de forma virtual por medio de geometria,

combinaciones y estadisticas.

Conservando el medio ambiente. La combinacion de las matematicas y la ecologia per-
mite comprender muchas de las complejas interacciones de la naturaleza. Con ayuda del
algebra, simulaciones numéricas, procesos estocasticos, ecuaciones diferenciales o esta-
distica se pueden crear modelos con los cuales determinar, por ejemplo, qué extensién se
necesita proteger para conservar una determinada poblacién de animales o a qué ritmo

se propagara una especie de planta invasora.

Musica y literatura. Sea una 6pera de Mozart o la guitarra de Keith Richards, toda la mu-
sica que se almacena en un CD esta formada por largas series de ceros y unos. Pero ésta
no es, ni mucho menos, la Unica relacién de las matematicas con la musica y con el arte.
La composicion musical estd ligada intimamente a las matematicas, al igual que muchas
pinturas y obras de arte. En la literatura, las matematicas estan presentes en clasicos como
Alicia en el pais de las maravillas o Los viajes de Gulliver.Y en el caso de Borges, que estudio
matematicas durante varios aios, laimpronta de esta ciencia aparece en toda su obra, en
especial en su cuento El Aleph, que ya en el nombre se refiere a una teoria matematica que

expone como el todo no es necesariamente mayor que las partes.

(TomADO DEL INTERNATIONAL CONGRESS OF MATHEMATICIANS, ICM, 2006, MADRID).
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BREVE HISTORIA DE LOS NUMEROS

SR R

2 S AL

:;:.' .:.lﬂ;b‘»ﬂﬁfuw‘.l.!.\ ;
e el

Los numeros naturales (N) son aquellos que usamos para contar.

En la prehistoria, las tribus mas primitivas apenas distinguian entre
“uno”y “muchos”.

Mas adelante, utilizaron un lenguaje corporal (dedos, mano, pie...)
y con ayuda de ramas, piedras, etc., lograron contar numeros cada vez
mayores.

Los simbolos que representan a los nimeros naturales no han sido
siempre los mismos.

En Mesopotamia se representaban en forma de cufa.

En Egipto, mediante jeroglificos.

En Grecia, con las letras de su alfabeto.

En Roma, los simbolos que se usaron fueron los siguientes:
I=1;V=5;X=10; L=50; C=100 ; D=500 ;
M =1.000

® | os simbolos de nuestro sistema de numeracion actual los introdu-
jeron los drabes y son de origen hindu: 0, 1, 2,3,4,5,6,7,8y9.

La representacion de los nimeros con una marca por cada elemen-
to no es practica para niumeros grandes. Con el desarrollo humano se
hizo necesaria una mejor forma de representar los nimeros; una de las
primeras ideas utilizadas fue la agrupacion, en la cual se usan tantos sim-
bolos como sea necesario, colocandolos de izquierda a derecha o vice-
versa, de arriba a abajo, o en la posicidn que se quisiera. Por ejemplo, los
egipcios usaban los simbolos |, Ny & para 1, 10 y 100 respectivamente
y representaban el nimero 236 asi:
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Luego, la idea decisiva fue la de utilizar el prin-
cipio posicional (como en nuestro sistema decimal)
para representar los nimeros: un mismo simbolo
puede tener un valor distinto dependiendo de la po-
sicién que ocupe.

En el sistema de los nimeros naturales, ecuacio-
nes del tipo x + 1 =0, no tienen solucidn; situaciones
de la vida real como deudas, depresiones del terre-
no, temperaturas bajo cero, no son posibles de repre-
sentar con tales niUmeros. Surge asi la necesidad de
extender el sistema de los nUmeros naturales a un
nuevo sistema en el que tales ecuaciones y situacio-
nes sean posibles. El nuevo conjunto se denomina
numeros enteros, y se simboliza por la letra Z.

Al estudiar la operacién de multiplicar en los
numeros enteros, se observa que la operacion in-
versa, la divisidn, no es siempre posible. Por ejem-
plo, 4 + 5 carece de sentido en los enteros. Surge,
por tanto, la necesidad de extender el sistema de
los nimeros enteros a uno nuevo en el que tengan
sentido tales operaciones. Este recibi6 el nombre
de sistema de los numeros racionales, simbolizado
con la letra Q.

La introduccion de los diversos sistemas numéri-
cos no ha sido secuencial. Asi, en el siglo VIl a. C. los

George CANTOR (1845-1918)
Matematico aleman nacido en San Peters-
burgo (ahora Leningrado, Rusia) y fallecido
en Halle. Ya en la escuela, Cantor mostrd
talento por las matematicas, haciendo
posteriormente de ellas su profesion, obte-
niendo el puesto de profesor en la Universi-
dad de Halle en 1872. Cantor construy6 una
estructura légica completa, en la cual se
postulaba que una serie completa de nd-
meros transfinitos, representaba diferentes
drdenes de infinitos. De esta manera todos
los ndmeros racionales podian establecer
una igualdad a la serie de nimeros enteros,
pero no asi los nimeros racionales mas los
irracionales. Estos eran los ndmeros reales
y representaban nimeros transfinitos més
elevados que los nimeros enteros. Asila de-
finicion de Cantor de ndmero real identifica
a este (ltimo con una sucesion convergente
de ndmeros racionales.



Richard DEDEKIND (1831-1916)

Este matematico alemdn nacié y murié en
la ciudad de Braunschweig. Fue una figura
clave en el surgimiento de la matematica
conjuntista y estructural del siglo XX.

Su obra y suimportancia han sido
revaluadas en los dltimos treinta afios,
resultando que no deja de crecer la
estimacion que de él se tiene. Hasta cierto
punto, se le puede considerar un moderno
Euclides: dejé una huella muy importante
en los elementos de la matematica.
Durante el siglo XX, a Dedekind se le ha
conocido sobre todo por su aportacion a
los fundamentos del sistema numérico
(definiciones de los ndmeros reales y
naturales), pero su principal contribucion
como investigador fue en el terreno del
dlgebra y sobre todo la teoria de niimeros
algebraicos.

griegos descubrieron los numeros
irracionales, es decir, los que no pue-
den ser expresados a través de una
fraccién, por ejemplo, al comparar
la diagonal y el lado de un pentago-
no regular o la diagonal y el lado de
un cuadrado; estaban familiarizados
con la extraccion de las raices cua-
dradas y cubicas pero no conocian
los numeros negativos ni el cero,
tampoco tenian un sistema de sim-
bolos literales bien desarrollado.

El predominio, en esta época, de
la geometria, fue la causa de que la
aritmética y el dlgebra no evolucio-
naran independientemente. Verbi-
gracia, los elementos que intervie-
nen enlos calculos se representaban
geométricamente y las magnitudes
irracionales las tomaban como seg-
mentos de recta.

Fueron los hindues, entre los
siglos V 'y XV, los que inventaron el
sistema de numeracion actual, in-
trodujeron los numeros negativos y
comenzaron a operar con los nume-
ros irracionales de forma semejante
que con los racionales, sin represen-
tarlos geométricamente. Durante el
periodo renacentista, entre los si-
glos XVl 'y XVIII, los europeos toman
contacto con las ideas griegas a

Karl WEIERSTRASS
(1815-1897)

Matemético aleman considerado como
el «padre del andlisis moderno».

Nacié en Ostenfelde y muri6 en Berlin.
Estudié mateméticas en la Universidad
de Miinster, ademas de sus prolificas
investigaciones cabe sefialar que fue
profesor de catedra en la Universidad
de Berlin en la cual tuvo entre sus
discipulos a Georg Cantor, Ferdinand
Georg Frobenius, Wilhelm Killing,

Leo Konigsberger, Carl Runge y Sofia
Kovalévskaya.
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través de traducciones arabes, reemplazandolas,
paulatinamente, por los métodos hindues.

Es importante resaltar que el conocimiento
de los nimeros por parte de los griegos no fue
superado sino hasta veinticuatro siglos mas tar-
de. Los matematicos G. Cantor, R. Dedekind, K.
Weiertrass y B. Bolzano fueron quienes culmina-
ron la obra, que duré medio siglo de investigacio-
nes, sobre los nimeros racionales e irracionales,
que considerados juntos, constituyeron el siste-
ma de los niimeros reales.

Bernard BOLZANO (1781 - 1848)
Matemético checoslovaco nacido

y fallecido en Praga. Tras estudiar teologia,
filosofia y mateméticas, fue ordenado sa-
cerdote en 1805 y se le confié la catedra de
filosofia religiosa en su ciudad natal, donde
sus tendencias librepensadoras le valieron
una acusacion ante Roma. Fijo el concepto
de la distancia y distinguid el maximo de
una funcién y su limite superior, enuncian-
do varios teoremas universalmente conoci-
dos. Las inquietudes cientificas de Bolzano
resultaron muy avanzadas para su tiempo,
preocupado como estaba por los funda-
mentos de varias ramas de la matematica,
a saber, la teoria de las funciones, la ldgica
y la nocidn de cardinal.
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Introduccion

Los niumeros reales (aquellos con representacion decimal finita o infinita) apa-
recen en muchas de las cantidades que se emplean en la modelacién matema-
tica del mundo fisico y econdémico, cantidades que se supone varian de manera
“continua”.

En esta unidad el estudiante encontrara un tratamiento basico del sistema de
los nimeros reales; se identifica el conjunto que lo forma (con algunos subcon-
juntos especiales) y se precisan varias propiedades de las operaciones que en él se
definen, las cuales seran de uso frecuente en el dlgebra.

Situacion inicial

Un objeto, cuya temperatura es de quince grados centigrados, se introduce en
un congelador; transcurridas dos horas el objeto tiene una temperatura de diez
grados bajo cero.

a) ;Cual fue la variacion de temperatura?

b) ;Cudl fue el cambio promedio de temperatura?

1.1. Los numeros enteros

Cantidades como quince grados centigrados o diez grados centigrados bajo cero
pueden ser representadas como: +15°C, —-10°C, respectivamente.
Numeros como +15 y -10 son ejemplos de niUmeros enteros.

Conjunto de los nimeros enteros:
Z={.,-3,-2,-1, 0, +1, +2, +3..}

-4 -3 -2-1 0 1 2 3 4
Enteros negativos cero Enteros positivos

(23
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Con frecuencia se prescinde del signo + para indicar un entero positivo. Asi, +5 se
representa simplemente como 5. Nimeros como +5 y -5 se llaman opuestos.

Los numeros enteros también se utilizan para modelar situaciones relacionadas
con:

- Consignaciones o retiros en una cuenta bancaria.

« Sucesos que ocurrieron antes o después de un momento especifico.

« Alturas y profundidades con respecto al nivel del mar.

« La solucién de ecuaciones, como x + 5 = 3.

W Ejercicior \

1. Dibuje en el plano cartesiano el rectangulo de vértices: (5, 4), (-3, 4), (-3, -2),

(5,-2). Cuadl es su perimetro?
2. Encuentre los vértices de un rectangulo tal que su perimetro sea igual a 28,
uno de sus lados esté en el eje X'y uno de sus vértices sea el punto (2, 9).

3. ;Cudl es el perimetro de la figura que aparece a continuacién?:

4
4

w

N

-2

-3

-4
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1.1.1. Adicion de enteros

Si la temperatura de un objeto es de -10°C y ésta se incrementa en 15°C, jcual es
la temperatura final?

Haga un grafico que represente la situacion.

La temperatura final es de 5°C y se consigue mediante la adicion:
(-10)+(15) =5

Redacte una regla para sumar enteros.
Explore el posible significado que se podria dar a la adicién en los contextos:
consignaciones-retiros, sucesos de eventos, alturas-profundidades.

Efectue
1. 44+11= 7. 1M+4= 13. (-16)+12=
2. (-5)+(-4)= 8. 4+(-11)= 14. 13+ (-13)=
3. 8+(3)= 9. 6+0= 15. (-12)+11=
4. (-4)+9= 10. 0+ (-8)= 16. 18+ (-12)=
5 (-12)+5= 11. (-3)+10= 17. —11)+(-11)=
\ 6. (-7)+(=11)= 12. 2+(-9)= 18. (-16)+17 = )

El calculo de expresiones como: (—3458) + 5700 + (-1345) — 3256 resulta engorroso
si se hace con lapiz y papel.

Explore el uso de la calculadora para realizar el calculo anterior con las teclas
usuales de las operaciones, con las memorias (M+), (M-), (Min), (MR), o con el
modo SD.

(25
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1.1.2. Resta de enteros

Retomando la parte a) de la situacion inicial: si la temperatura del objeto pasa de
15 grados sobre cero a 10 grados bajo cero, hubo una baja de temperatura de 25°C.
Este resultado se obtiene con la resta: (-10) — 15 = -25.

Si la temperatura inicial de un cuerpo fuera de —3 grados y la final de 5 grados, el
cambio en la temperatura seria de 8 grados; la temperatura subié 8°C

Elabore un gréfico que ilustre la situacion anterior.

La variacién en la temperatura (AT) se consigue restando la temperatura final (T, )
con la temperatura inicial (T):

AT=T,-T=5-(-3)=5+3=8

La resta de dos numeros se define como la suma del primer término (minuendo)
con el opuesto del segundo término (sustraendo).

a-b=a+(-b)

© ® N O
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En los ejercicios 1) y 2) se observa que los resultados no son iguales; el orden en
que se lleva a cabo la resta afecta el resultado.
Asi:sia#b,entoncesa-b=b-a

1.1.3. Multiplicaciéon de enteros
Tres disminuciones sucesivas de cinco grados se pueden representar en la forma:

(=5)+(-5)+(-5)

lo cual equivale a una disminucion total de 15 grados. Esto se escribe mediante el
producto:

3X (-5)=-15

;{Como se obtiene el signo del resultado en la multiplicacién de enteros?

—CEETE \

A. Efectie:
1. 3X9= 8 4X(-1)=
2. (-6) X (-4)= 9. 0X (9=
3. 7X(-3)= 10. (-1) X (-4) X (-2)=
4. (-5)X 10= 11. (-3) X5 X (-2)=
5 (-12) X 2= 12. (-3) X (-2) X (-9) = T27
6 (5) X (11)= 13 (5 X2 X 82
7. 1 X4= 14. (-6) X 0 X 10=

B. En el fondo de un pozo de diez metros de profundidad se encuentra un
gusano. Durante el dia sube tres metros y en la noche resbala dos, ;en qué
dia el gusano llega a la salida del pozo?

G ,
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Consideremos un cultivo que inicialmente tiene una bacteria; cada bacteria se du-
plica cada segundo; al cabo de tres segundos, jcuantas bacterias habra? Veamos:

Después de 1 segundo se tendran 1 X 2 =2 bacterias
Después de 2 segundos: 2 X 2 =4 bacterias
Después de 3 segundos: 2 X 2 X 2 =8 bacterias

Transcurridos 3 segundos habra 8 bacterias.

Un producto repetido como 2 X 2 X 2 se representa en la forma: 23

Si b es un numero entero y n es un nimero entero positivo:
b.b.b...b=b"
e —
n factores

A la expresion b" se le denomina potencia,
b es la base y n es el exponente.

W cncicios \

A. Desarrolle las siguientes potencias:

1. ) 5 (e 9.  (-1)0s
2. (-9p 6. (-3 10. (-1)%"
3. (60 7. (@7 1. (1)%0
4. (-2 8. (-4 2. (0)®

B. Con laayuda de la calculadora efectue:

1. 31 2. 58 3. (-4n 4. (-2)®
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1.1.4. Division de enteros

En la division 15+(-3) se busca un numero que multiplicado por (-3) dé 15. Ese
ndmero es (-5).

15 + (-3) = (-5)
T T T
Dividendo Divisor Cociente

{Como se obtiene el signo del resultado de la division de enteros?

R JcRCicios |

Halle el cociente:
1. 27+9= 7. 4+1=
2. (-36)=(-4)= 8. (9)=+(-1)=
3. 21+(3)= 9. 0+-6=
4. (-50)+10= 10. 125+ (-5) =
5 (-12)+2= 11. (48) = (3) =
6. (=55)=(-11)= 12. 0= (-11)=
. J

{Qué decir de la expresion 4 + 0?
EJERCICIO CON NUMEROS ENTEROS 7

A. Realizando primero la operacién dentro de cada paréntesis, efectue:

1. (20+4)-(15+3)= 5. (16-4)+ (-5 +4) =

2. (25+(-5)+(4-3)= 6. (18+6)+((-8)-(-5)) =

3. (3+(5)-(4-8)= 7. ((=30) = (-6)) - ((-8) = 5) =

4. ((=3)-2)-((=7)+4) = 8. ((F12)-(-4) +((-4)-(-2) =

(2
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EJERCICIO CON NUMEROS ENTEROS 7

B.  Halle el valor numérico de cada expresion:

1. X+12)+@4-x parax=7

2. (p+4)-(p-8) para p = (=5)

3. 9+b-(2-b) para b= (-9)

4. (a-b)+(b=+a) paraa=4yb=(-12)
5. (8+d)-(4-4d parad=(-8)

6. (Mm+5)—-(m+n) param=(-15)yn=2

C.  Un helado proporciona 160 calorias, 100 gramos de carne aportan 105
calorias, correr 1 minuto elimina 24 calorias, nadar 1 minuto elimina 15
calorias. Si en una semana una persona come 5 helados y 600 gramos
de carne, corre 30 minutos diarios y nada 2 horas a la semana, ;Cuédntas

calorias ha ganado o perdido debido a estas actividades?

D. En un teatro hay 26 filas de 24 sillas cada una. Los asientos se numeran
en forma consecutiva de izquierda a derecha, comenzando por la prime-

ra fila y hacia atrds. ;En qué fila se encuentra la silla nimero 374?

E.  Lafigura muestra una pila de tubos acomodados en cuatro filas:

OgO
OO0

30 |
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(Cuantos tubos hay en una pila como la anterior pero con 30 filas de tu-
bos?
(Cudntos tubos hay en una pila con 100 filas de tubos?
Encuentre una férmula para calcularlasuma1+2+3 ... +n
F. Coloque en cada casilla del siguiente cuadrado un nimero del conjunto

{_41 _31 _21 _11 OI 11 21 31 4}

de modo que al sumar por cualquier fila, columna o diagonal el resultado

obtenido sea cero.

G.  Resuelva la parte b) de la situacién inicial de esta unidad.

(31
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1.2. Los numeros racionales
Situacion

Dos tubos estdn conectados a un recipiente; por uno de ellos viene agua y por el otro
leche. Por ambos la rapidez de entrada de liquido es constante. Cuando sdlo ingresa
agua el tiempo de llenado del recipiente es de dos horas; cuando sélo ingresa leche el
tiempo de llenado es de tres horas. ;En cudnto tiempo se llena el recipiente si ingresan
simultdneamente los dos liquidos.

*%¥¥%

Con frecuencia escuchamos decir: “Tres cuartos de hora son cuarenta y cinco mi-
nutos”. En la anterior afirmacion tres cuartos se representa matematicamente con

la fraccion: 3
4

El 4 es el denominador, e indica que la hora se ha dividido en cuatro partes.
El 3 es el numerador, e indica que de las cuatro partes se han tomado tres.

Los numeros de la forma:
m
n
donde my n son enteros,
n # 0, se laman numeros racionales.

Este conjunto se representa con la letra Q.

Como cualquier entero, m se puede expresar en la forma:
m

1
se tiene que los nimeros enteros son racionales.

En el siguiente ejemplo se muestra la ubicacién de algunos numeros racionales en
la recta numérica:
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T T T T T

-1 -3 0 %) 1 % 2
No es usual decir “dos cuartos de hora’, sino la forma equivalente “media hora":

2 1

4 2

equivale a
a-d=bc

En estas fracciones el producto en diagonal es el mismo:2 X 2=4 X 1

%:% equivale adecir a-d=b"c

Se consiguen fracciones equivalentes a una fraccion con los procesos de amplifica-
cién (multiplicacién de numerador y denominador por el mismo ndmero entero,
distinto de cero) o simplificacion (division de numerador y denominador por el
mismo numero entero, distinto de cero).

P cicmpios \

1. Al amplificar por 3 la fraccion 1T , se multiplica por 3 al numeradory al

. s . 3
denominador para obtener la fraccién equivalente: e

1 _1x3_3
2 2X3 6
2. Alsimplificar por 2 la fraccion }é , sedivide por 2 al numeradory al denominador
para obtener la fraccion equivalente% : (33

\_ J

Cuando no hay enteros mayores que 1, por el cual sean divisibles tanto el nume-
rador como el denominador se dice que la fraccién esta simplificada al mdximo o
reducida a su minima expresion.
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EJERCICIO 8 N\

A.  Simplifique al maximo cada fraccién:

24 _ _49 _ A5 39 _
I 56 = 2763 3920 = 4930

B. Complete:

L2 LJ , 16_4 ; 21_6
©5 15 © 28 D : D 8
, 6_10 . Lo s 10 L
) Q_D " 32 8 12 7 30
. y

Volviendo a la representacion de una fraccién en la recta, se puede observar que
infinitas fracciones estan representadas en un mismo punto; todas corresponden
al mismo numero racional.

-1 0O A 1 2

Por ejemplo, al punto A le corresponde el nimero racional representado por cual-

uiera de las fracciones 1. 2 3 4 |
q 2 I 4 I 6 I 8 I

1.2.1. Multiplicacion

En la expresion “tres cuartos de hora son cuarenta y cinco minutos’, el resultado se
puede obtener mediante la multiplicacion:
3 3

vy X Thora = Y X 60 minutos = 3 X 15 minutos = 45 minutos
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Mediante una multiplicacion se contesta la pregunta: jcuantas mujeres hay en un
grupo de treintay seis personas si ellas constituyen las dos terceras partes del grupo?

%x36=2x%:2x12 =24

en el grupo hay 24 mujeres

El perimetro de un cierto rectangulo es p. El perimetro de otro rectangulo que es el
triple del anterior también se puede representar con una multiplicacion:

3Xp=3p

Observe que en las situaciones anteriores la preposicion de se ha traducido arit-
méticamente en una multiplicacion.

P EcpLos \

1. Los tres quintos de 50 son: % X 50=30

20
0 s —
2. El 20A>de60es.—100 X60=12

\ J

{Qué parte de 1 hora equivale alos % delos %de hora?

Veamos:
Los % de hora son % X 60=45miny los % de 45 son: % X 45 =30 min, es decir,
media hora.
2 3 ivlicacion: 2x 3 =06 _ 1
Los 3 delos 72 5€ traducen en la multiplicacion: 33X 2712773

(35



|l

!

UNIVERSIDAD JORGE TADEO LOZANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERIA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

Multiplicacién de numeros racionales

a. c _ac
b*d ~bd

P JERCICIO 9

A. ;A qué racional corresponde cada regiéon sombreada?

B. Efectue:
2 6 2
1. £ %< 9O — 4, £ =
9 X 7 7 X 18
5 3 10 14
2. —— X — = 5, — X|[——=)|=
8 10 21 ( 15)
3 (=4 )2 )= 6. 2 w3 w4 S5 6 _
5 8 3 4 5 6 7

C. Desarrolle las siguientes potencias:

R L R

\

En una situacién como la siguiente:
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la region sombreada corresponde a:% + % = %

% = 1:ndmero entero

% : fraccién propia

% : fraccion impropia

Esta fraccidn se escribe también en forma mixta: 1+ 3 - 11.

4 4
Una fraccién impropia se lleva a la forma mixta mediante division.

Por ejemplo, la fraccion e :

4
3
7 =
(4 1
3 1

7

: 3
:_ = 1_
se tiene 7 7

R £ /crRCICio 10 \

A. Escriba en forma mixta las fracciones:

17 15 _ 22 _ _37
5 = 3. 2 - 4. 3

1.

B. Convierta a fraccionlos niumeros mixtos:
1. 8 3 2.-10 5 3.1 2 4.7

C. ;A quéracionales correspondenlos puntos A,B, C,D, y E?
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1.2.2. Numeros decimales

Otra manera de representar un nimero racional es mediante la notacién decimal;
por ejemplo al punto A le corresponde el nimero decimal 0.5

-0 A 1 2

Recordemos: Una fraccion decimal es aquella cuyo denominador es una potencia
de diez.

7 1

I

10 1

N

3 254 85 1483
100 ' 100 " 1000 ' 1000

I

o

Hay fracciones que no son decimales pero son equivalentes a alguna fraccion de-
cimal.

3 193 _ 772 4 2 _ 3
250 1000 300 100

El punto A es la representacién en la recta de las fracciones equivalentes

1,2, 3 4 .

2 4 6 8
Estas fracciones se pueden representar con nimeros decimales:
1_5 _ 3_75 _ 19_38_.o. 9 _ 3 _
2=10°%%  4=700°0%7% 5 =70738 300 =700 =03
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;{Como se convierte una fraccion decimal a nimero decimal?

Otra manera de pasar a numero decimal es mediante divisién:

110 |2 330 |4
2 0 05 4 20 0.75
0
Para una fraccion como % no hay fraccion decimal equivalente (;por qué?).

Al proceder con la divisién 1 + 3 se observa que esta continda indefinidamente:

1100 |3
3 10 0333
1

A la fraccién % le corresponde una representacién decimal infinita:

% = 0.333---= 0.3 (periodo 3)

Los numeros racionales
tienen una representacion decimal finita o infinita periddica.

R EJERCICIO 11 \

1. Escriba el nimero decimal correspondiente a los puntos A, B, Cy D:

4 A 0 B C 1 D 2

(39
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{Como se efectlan las operaciones basicas entre nimeros decimales?

g EJERCICIO 12

Desarrolle:

1. 1.53+2.546= 0.002 x0.3 = 13. 585x10=

2. 35+23.78= (=5.47)x 8 = 14. 6.4 %100 =

3. -14+825= (=1.3) x (-2.79) = 15. —0.08 x 1000 =

4. 6.34-4.309= 10. 8.2+6= 16. 38.5+10=

5. 457-93= 11. 7.8 +0.003 = 17. 43+100 =
\ 6. (—2.34)-(-4.02) = 12. (-0.09) + (-0.003) = 18. 7000+ 1000 =
1.2.3.Divisién

Para repartir % de litro en tres partes iguales es claro que cada uno es de% de litro.

Lo anterior se puede obtener mediante la division: % + 3, lo cual equivale a buscar

la tercera parte, es decir, multiplicar por 1 (el reciproco de 3) a:

3
$o-dndd
FraTbre
i EJcrcicio s .
Efectue:
TS 4 (5)=8 7o (-2+d)(- 2.8
S e 6. (34131222
3 (D)5 e (55D )




MATEMATICAS BASICAS 1.2. Los nimeros racionales

1.2.4. Sumay Resta

2 + 1 _ es una suma de fracciones con el mismo denominador (denominador co-

5 5
mun), ilustrada en el grafico:

+ =

El resultado se obtiene sumando los numeradores y dejando el mismo denomina-

dor:
2
5

1_3
Tt =%

Si las fracciones tienen denominador diferente, se busca un multiplo comun de los
denominadores para utilizarlo como denominador comun.

P cicupio \

% h % — unmultiplocomunde 2y 3 es 6.
bededried
\ y,
= cicion |
A. Realice:

" 15 s & (3+3)+G-3)

2 e 7 (§=30)+(3 -

3 %—% 8. (%+1)—(2+%)

4. -2F+33 o. (1-2)+(&-1)

s -§+8-5 10.(3-3)+(s-2) )

4'
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i EJERCICIO 14

de la calculadora efectue:

7
25
3 7N\ 715 3. —
L (*a2) (7% 1) 5L
= 3 4
4 BT

C. Resuelva la situacion planteada al comienzo de esta seccion (1.2).

D. Formule una pregunta relacionada con cada enunciado de modo que lo con-
vierta en un problema aritmético y luego resuélvalo:

1. Una persona pesa 72 kilos. En la Luna los objetos pesan un sexto de lo que
pesan en laTierra. ;...?

2. Un pintor mezcla pintura roja y amarilla en proporciéon de 4 a 7 para obte-
ner el color que quiere. Tiene 21 litros de pintura amarilla. ;...?

3. Se coloca una cerca alrededor de un jardin rectangular. El jardin mide 10
metros 35 centimetros de largo y 6 metros 40 centimetros de ancho. ;...?

4. La mejor marca en una escuela para cierta carrera es de 4 minutos 23%

segundos. Un competidor corrié la prueba en 4 minutos 35% segundos.

i

5. Un pie equivale a 30.52 cm. A una tabla de 12 pies de largo se le hacen dos
cortes en los extremos, uno de 50 cm y el otro de 72 cm. ;...?7
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1.3. Los numeros reales

En un cuadrado de lado 1cm, jcual es la longitud de su diagonal d?

d 1cm

Tcm

La diagonal d se encuentra utilizando el teorema de Pitagoras:
d=12+17=2
d=v2

V2 es un ejemplo de un ndmero irracional. La expresion decimal de V2 s
1.414213562..., la cual es infinita y no periddica.

En el calculo del perimetro C de una circunferencia de radio r, se emplea la formula:
C = 2mr, donde el numero 7, cuya expresion decimal, 3.141592653..., es también
infinita'y no periédica. w es un nimero irracional.

NuUmeros como /2 y 7 son ejemplos de nimeros irracionales (1)
El conjunto

de los nimeros reales
Los numeros irracionales son aquellos es la union del conjunto "SEEEEE
. iy . de los niimeros V43
que tienen una representacion decimal
infinita y no periédica. con el conjunto de los

numeros irracionales:
R=QUI

racionales

Hemos encontrado nimeros con representacion decimal finita o infinita pe-
riddica (racionales) y nUmeros con representacion decimal infinita o no pe-
riddica (irracionales); con todos ellos formamos un nuevo conjunto: el de los
numeros reales.
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1.3.1. Propiedades de las operaciones en los nimeros reales

Las siguientes propiedades seran de uso frecuente a lo largo del curso.

Para a, by c numeros reales cualesquiera, se verifica:

Propiedad

Descripcion

Ejemplo

Conmutativa de la suma
a+b=b+a

Conmutativa del producto
a-b=b-a

El orden en que se efectua la suma o la
multiplicacién de dos nimeros reales
no cambia el resultado.

(-9)+8=8+(-9)
-1=-1
(-5)-4=4-(-5)
-20=-20

Asociativa de la suma
(a+b)+c=a+(b+0)
Asociativa de la multiplicacién

(@a-b)-c=a-(b-c)

En la suma o en la multiplicacién de
tres numeros reales, el resultado de los
dos primeros, operado con el tercero,
equivale a operar el primero con el
resultado de los dos ultimos.

(-7+4)+8=(-7)+(4+38)

-3+8=-7+12
5=5
((-3)-6)-2=(-3)-(6-2)
-18:2=-3-12
-36=-36

Distributiva
de la multiplicacién
respecto a la suma

a-(b+c)=(@a-b)+(@-c

El producto de un nimero real por la
suma de dos niUmeros equivale
ala suma de los productos del primero
por cada uno de los sumandos.

5-(4+3)=(5-4)+(5-3)
5.-7=20+15
35=35

Invertiva de la suma
y de la multiplicacién

a+(-a)=(-a)+a

0=0
0 es el médulo de la adicién
R
a a

1 es el médulo
de la multiplicacion

La suma de un nimero real a
con su opuesto (-a)
da como resultado cero.
(—a) es el inverso aditivo de a.

La multiplicacion del nimero real a=0
. 1
con su reciproco -
da como resultado 1.

! es el inverso multiplicativo de a.

8+ (-8)=(-8)+8
0=0
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e EJERCICIO 15 \

A. Coloque (V) o (F) en la casilla si la proposicion es verdadera o falsa.
Justifique la respuesta.

_ 7 (=5 _(=5) 7
1. 4+(=9)=(—9)+4 | P |
2. (—9+G+7)=((-9+5+7 ] 6 (15-72)-(-5=72-(-5) []
3. 6-11=11-6 [ ] 7. 0—%=%—0 [ ]
4. 36+(6+3)=(36+6)=3 [] 8 1-(—7.86)=(—7.86)-1 [ ]
B. Escriba una expresion equivalente que no emplee paréntesis.
1. 2+@8+3) [ 5 5@+ b+ 0
2
2. 5B+ (-11) = 6. T(x +y)
3. (—-7+3)9= 7. 1.2(7 + (—3.5) =
C. Escribaenla casilla = o =, segun corresponda.
1.2+@8+3) [ ]J2+8+3 56+8-9 [ |8—9+6
2.03-5-7]13-(-7) 6. 24+ (4+2)[ |14+ 4+ (24 +2)
3.3.3+7)+4 [ 13+@7+4 7.9+(7-5 [lo+5-7

4. 5+10 =5 ]5=5+010=5 8 (8-(-2)-3[ 13-((~2)-8)

D. Una familia compuesta por 6 personas sale de vacaciones. El costo del pasaje de
iday vuelta de cada uno es de $35 500. El hospedaje individual, por noche, tiene un
valor de $22 550. En alimentacion, bebidas y diversion cada uno gasta
$42 000 diarios. Si la familia tiene planeado salir 5 noches y 6 dias, ;cuanto dinero
gastaran en las vacaciones?

E. Elabore un diagrama de Venn que muestre la relaciéon de contenencia entre los
conjuntos:R, Q, |, Z, Z*, Z', {0}

(45
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1.3.2.;En qué orden se realizan las operaciones?

Efectie: 3 + 5x 4 + 23— 18 + 2; ahora hagalo utilizando la calculadora. ;Obtuvo el
mismo resultado?

Resultados diferentes se obtienen cuando se realizan las operaciones en distinto
orden, de modo que para evitar ambigiiedades se ha establecido el siguiente or-
den:

1. Se efectuan las operaciones indicadas dentro de los paréntesis.

2. Se calculan todas las potencias.

3. Se hacen las multiplicaciones y divisiones en el orden que aparezcan, de iz-

quierda a derecha.
4. Serealizan las sumasy restas que queden indicadas, de izquierda a derecha.

I Eccicio s \

Realice las operaciones indicadas (primero sin calculadora y luego verifique con
ésta):

1. 20+7-9+3

2. 25+(-5+4-3
3. 24+6-52+3x7

4. (-3)(6-11)+7(15+(=3)) =
5 26+4)-8-3+6 -
6. (-5B+(=4)-33+(11+(-5)+6 =

\_ J

1.3.3.Comparando numeros reales

“Tres es menor que cinco” se representa como: 3 < 5. Al ubicar los dos nUmeros en la
recta, 3 estd a la izquierda de 5.

4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
—2<9, enlarecta -2 estd alaizquierda de 9.

—2 <9 seescribe en la forma equivalente 9 > —2. Se lee: “nueve es mayor que me-
nos dos”; 9 estd a la derecha de -2.
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Si un numero real a
esta a la izquierda de un numero b,
en la recta numérica,
entoncesa<b

Cuando dos fracciones tienen el mismo denominador, se puede determinar facil-

mente cual es la menor, por ejemplo entre % y %, observamos en el grafico:

-1 o 1 3 2
4 4
1 i 3 A 3.
que 7 se encuentra a la izquierda de . Por tanto: 4~ es menor que ;
1 3
4 .4

A esta conclusién se hubiese podido llegar comparando simplemente los nume-
radores de las fracciones.

g% es mayor o menor que %? Estas fracciones tienen diferente denominador;
cuando esto ocurre se amplifican a un comun denominador y se comparan los

numeradores.

Asi, un comun denominador para % y % es 6, entonces:

1.-3,2_4 oA
2673756
3_4 1_2 Si
Como = < —, setiene que - <% d . c
6 6 2 3 a_c
b d
% se encuentra a la izquierda de % en la recta: entonces
ad<b-c
' 12
0 > 3 1
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También se pueden comparar por medio de las representaciones decimales co-
rrespondientes:

0.5; % = 0.666...

1 =
2
Como 0.5 < 0.666..., se tiene que %

el <
2
{Qué significa la expresiona < b?

P £JERCICIO 17 \

A. Coloque el signo <, > o = que corresponda entre los numeros dados:

Losdww s £ [0 £ o. + [Jo
_ _ _3 _1 8 A
2 -1 []-7 6. — [] > 0. < [] 1
7 5 3

3.-13[]-13 7 -2 [] — =1 DW
o -+ [-Z & o []-5 12 4 4

B. Consiga un ejemplo de una fracciéon que colocada entre las fracciones dadas
satisfaga las desigualdades:

3 7 5 8 3 5
o og<ll<g . z<l<s 5. p<l<3
_10 _5 _2 1 _9 _

C. ;Hay una fraccion “que siga” después de %
D. Encuentre fracciones equivalentes a cada una de las fracciones dadas, que

tengan el mismo denominador.
7 3 18 , 7 _ 35

Ejemplo: —, % Como =30V %6~ 30" dos fracciones equivalentes
que tienen el mismo denominador son: 18 , 35
\ 30’ 30 p
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(s g sl 5 g _13 )
" 8'6 : 7' 14 T3 ) "4
5 9 25 8 4 7 7 9
> sty 21 ¥ T
E. Orde de menor a mayor:
<+, -2,—2,0-1L.2L, 0752125
\- y

1.4. Ecuaciones

La temperatura de una pulpa de fruta congelada es de — 4C°. Su consumo se reco-
mienda a 15 °C, jcuantos grados debe incrementarse la temperatura para cumplir
la recomendacién?
Si mindica los grados que debe subir la temperatura de la pulpa, la situacion ante-
rior se puede representar mediante la expresion: — 4 + m = 15. Este es un ejemplo
de una ecuacion; dicha ecuacién es un modelo del problema.
Para encontrar el valor de m (incégnita), se suma 4, el inverso aditivo de -4 en am-
bos lados de la ecuacion:

-4+4+m=15+4

0+m=15+4
m=19

Luego, la temperatura de la pulpa debe subir 19 °C para cumplir con la recomen-
dacioén.
En la ecuacion — 4+ m =15, el nUmero 19 es la solucién de la ecuacién.

Un numero es una solucion de una ecuacion
si al sustituirlo en ésta
se obtiene una proposicion verdadera.

Si un numero real a
estd a la izquierda
de un nimero b,

en la recta numérica,
entonces
a<b

(49
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EJERCICIO 18 ~\
A. Resuelva las siguientes ecuaciones:
__ 8 _m=7
1. 5+4+a=-11 9. 5 —M=75
- 3_11
2. 4=m+10 10. x+2— >
_ 7 _,_1
3. —6.5—c=3.2 11. 3 =a 3
11) = _s5__7
4. z—(=11)=16 12. y 2 6
- D (-4
5. —15.2-b=24.71 13. =b—(-7%)
4 —c_(—-ZL
6. 52=n+(-43) 14. 3=c—(-7%)
X+8.71=0 15 2 -x=2
—17.25=y-12.536 _2__5
y 16. x 3 3
B. Formule una pregunta relacionada con cada enunciado de modo que lo con-
vierta en un problema algebraico; plantee la ecuacidn respectiva y resuélvalo:
1. Antonio tiene 52 cintas de video; su hermana le regala otras para com-
pletar84;...?
2. Ladistancia de Bogotd a Santa Marta pasando por Bucaramanga es de
959 km. La distancia de Bogota a Bucaramanga es de 394 km. ;...?
3. Elcosto de los servicios médicos se incrementd 145.5 puntos, en un cier-
to periodo de tiempo, alcanzando los 326.9 puntos. ;... ?
. J

Las ecuaciones anteriores se puedan llevar a la forma x + ¢ = b (ecuaciones aditivas).

Ahora se van a estudiar ecuaciones de la forma ax = b (ecuaciones multiplicativas).

Considere la siguiente situacion:

Anita pago el mismo precio por cada una de las 8 boletas que compré para entrar
a cine. Si ella pag6 un total de $52 000, ;cual es el precio de cada boleta?
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1.4. Ecuaciones

Si y designa el precio de cada boleta, el problema anterior se puede modelar
mediante la ecuacion: 8y =52 000.

Para encontrar el valor de y se multiplica %, por el inverso multiplicativo de
8, en ambos lados de la ecuacién:

Ao, 1
g 8y = 552000
52000
y=""3
y = 6500

Asi, el valor de cada boleta es de $6500.

R EJERCICIO 19 \

A. Resuelva las siguientes ecuaciones:

1. 4a=-16 7. 8.43x=0

2. —7m=28 8. —42.602=12.53y

3. -3.5¢=7 9. Em=3

4. —11z=16 0. —Sa=2%

5. —15.2b=53.2 1. He=—2

6. 52=—48n 1. 7p=32 51

B. Formule una pregunta relacionada con cada enunciado de modo que lo
convierta en un problema algebraico, plantee la ecuacidn respectiva y re-
suélvalo:

1. Por la compra de varias camisas se pago la suma de $1 620 000, costan-
do cadauna $45000.;...?
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2. Un articulo estd en venta a una tercera parte de su valor comercial. El precio
ahora es de $42 350.;...7

3. La poblacién de Cartagena es de 852 000 habitantes; ésta es aproximada-

mente zis de la poblacién de la ciudad de Bogota ;...?

4. Una fabrica de gaseosas anuncia un nuevo producto que contiene 160 calo-

rias, equivalentes a los % de calorias de la gaseosa tradicional. ;...?

5. Un empleado trabajé 8 horas diarias, de lunes a viernes, durante 6 semanas.

Al finalizar le liquidaron por las horas trabajadas un total de $ 2 280 120.;...?

6. A la primera clase de cierta asignatura asistieron 18 personas, las cuales

constituyen los % de los alumnos inscritos. ;... ?

7. Se han colocado 36 cubos de madera de las mismas dimensiones uno enci-

ma del otro, formando una pila de 66 % pulgadas de altura. ;...?

C. ;En qué casos al buscar los % de un numero el resultado que se obtiene es

mayor que el mismo nimero?

\_ J

1.5. Porcentajes

Las fracciones de mayor uso en la vida diaria son aquellas que indican centésimas
partes de algo. Por ejemplo, la expresion: “el cincuenta por ciento de ocho mil’,
escrita con el simbolo %, como:“50% de 8000, quiere decir:

20« 8000, lo cual equivale a: %

100

—150% X 8000, equivale también a: 0.5 X 8000 = 4000
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Para calcular el 12% de 3600, efectuamos la multiplicacion:

12
—=_ X =012 X = 432

100 3600 =0 3600 3

El 50% de x
equivale a
Vg EJERCICIO 20 ~ s mitad de x
50 1
A. Calcule: q00 X=X
1. ElI16% de 850 2. EI55%de 2340 3. El22.5% de 1430

B. Asicomo el 50% equivale a "la mitad", exprese en forma analoga los siguien-
tes porcentajes con fracciones reducidas a su minima expresion:

1. 25% 2. 125% 3. 40% 4. 75% 5. 100% 6. 200%

C. Amplifique apropiadamente las siguientes fracciones para expresarlas en
forma de porcentajes:

e A E
D. Escriba en forma decimal cada porcentaje:
1. 25% 3. 345% 5. 0.5% o
2. 33% 4. 250% 6. 0.84%
E. Escriba cada decimal como un porcentaje:
1. 0.16 3. 15 5. 0.345
2. 0.085 4. 0.7 6. 243
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Algunas veces se conoce el resultado de calcular el porcentaje a alguna cantidad
pero se pregunta por el porcentaje o por el numero al cual fue aplicado cierto
porcentaje. Dicha pregunta se puede contestar colocando la incégnita donde co-
rresponda en el esquema siguiente y resolviendo la ecuacién:

Porcentaje | x | Cantidad alacual seaplica | = | Resultado

V.  CJEMPLOS ~

1. ;Qué porcentaje de 24 es18?
Siguiendo el esquema: porcentaje X cantidad = resultado,y colocando

laincégnita y, enlo correspondiente a porcentaje, tenemos:

y-24=18
_18 _
Y=>a =0.75
y=75%

Asi, 18 es el 75% de 24

2. ;De qué numero es 20 el 40%?

Usando el esquema se tiene: 40% de y es 20

0.40y = 20
__20 _
Y="0.40 =Y

Por lo tanto, 20 es el 40% de 50
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\

b LJERCICIO 21 N
A. 1. ;Qué porcentaje es 18 de 727
2. ;Qué porcentaje es 15 de 127
B. 1. ;Dequénumero es 14 el 20%?
2. ;De qué nimero es 4 el 80%?
C. Enelejercicio #1 se observa que las operaciones a realizar son:
{Eaulices elsohipa — Numero decimal — Porcentaje
Total
Utilice dicho esquema en el siguiente problema:
En un experimento se encontrd que 5 litros de aire contienen 1.07
litros de oxigeno y 3.92 litros de nitrégeno. Exprese los resultados
en forma de porcentaje.
D. Exprese usando porcentajes:
1. 0.2p 2. 0.165c 3. 1.25y 4. 0.89m 5. 0.035x
J

1.6. Potenciacion y radicacion

1.6.1. Potenciacion

Vimos antes que un producto repetido como 2 x 2 X 2 se escribe en forma de po-

tencia: 23.

En 23 =8, la base es 2 y el exponente es 3. Para exponentes enteros mayores que 1

es valido asociar a b" con el producto repetido: b-b-b...... b
n factores

Se trata ahora de examinar qué significado dar a b” cuando el exponente n es un

entero menor o igual a 1.
;Qué significado dar, por ejemplo, a los simbolos 2',2° 21,227

(55
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—
Observe la siguiente tabla:
2° 32
24 16
23 8
22 4

(Encuentra en la tabla anterior alguna regularidad?

“. Complete valores apropiados para 2', 2°, 27"y 22 de modo
gue se conserve la regularidad encontrada.

2° 32

24 16

23 8

22 4

21

20

2—1
siempre que 27

bz0

56 ] : : : : .
e “  Consideraciones como las anteriores son aplicables a cualquier

base distinta de cero. j;Por qué no son validas para la base cero?

Exponente 1: b'=b
Exponente 0: b’ =1 siempre que b= 0
Exponente entero negativo: b= 1 ,siemprequeb=0

bn
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Propiedades de la potenciacion

Los ejemplos que se dan a continuacion ilustran propiedades de las potencias.
Escriba la propiedad correspondiente en forma general:

Ejemplo Propiedad
1
22.2°=(2-2:2)(2-2)=2-2-2-2:2=2° b™. p" = p™*" b —F
siempre que
22222 bp;tooI
227 22 7

(23)2 - 23 . 23 - 23+3 - 26

(4-3)7=42-32
3)-% |

Describa verbalmente las propiedades indicadas en la tabla anterior.
(Es(4+3)2=42+3%
Observe el proceso seguido en el siguiente ejemplo:

(%)3: (21)3 B i B ; :(%)3

< =

5

a —-n
Simplifique a un paso el proceso anterior para la forma general (3)
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o E/ERCICI0 22 \

A. Simplifique utilizando las propiedades de los exponentes; dé el resul-
tado con exponentes positivos.
7. 57.58. 5% 5. (a?b*) @’
2. a?-bs-a® b® 6. (2c°) (bc*)' (27%0°)
" P 8
3 m7 7. (L)z
m (Xsys)
3,2 \ 3
5 44)\3 ab
4 (c¢d) 5. (42
B. Coloque = o # en cada casilla segun corresponda.
1. 3+2° [] 5 3. 2x5°* [] 10
2 3-33 []5-3 4. (16+-8)¢ [ ]| 16°+8°
C. ¢Cuadl de los siguientes pares de numeros estd mas cerca, en la recta
real, uno del otro?
106y 107 6 100%y 100*

\_ J

{Qué pares de nimeros enteros positivos menores que 10 satisfacen la ecua-
cion x¥ =y*?

1.6.2. Radicacion

{Qué numero elevado al cuadrado da como resultado 16? La pregunta anterior se
puede contestar con dos nimeros: 4 y —4. Se dice que la raiz cuadrada positiva de
16 es 4y se escribe: 716 =J/16 =4 y también que la raiz cuadrada negativa de
16 es -4y se escribe -/ 16 =—4 .
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{Qué numero elevado al cubo da como resultado 87 En este caso sélo hay un nu-
mero real: el 2. Por tanto, la raiz ctibica de 8 es 2 y se escribe J/8 = 2.

Asi como en las potencias, en las raices se tienen asociados unos términos; por
ejemplo, en</8 , el indice de laraiz es el 3, el radicando es el 8, la raiz es 2 y el signo
v sellama radical.

Observemos que: J/—8 = —2 porque (—2)> = —8, pero v—4 no esta definido en
los nimeros reales pues no hay un nimero real cuyo cuadrado sea —4.

En forma similar a las raices cuadradas y clbicas, se pueden considerar raices cuar-
tas, quintas, etc. En general,

El simbolo ¥a = b significab”=a

Propiedades analogas a las presentadas en la tabla de las propiedades de las po-
tencias se tienen para las raices. Complete la siguiente tabla:

Ejemplo Propiedad
V169 =16 -9 Ya-b =%a b

[16 _ V6 i
4 4

er =dea

Se ha presentado ya el significado que tiene la potencia b si a es un nimero en-
tero; ahora se va a extender este a exponentes racionales. ;Qué significado dar, por
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ejemplo, a 167 ?Sila propiedad del producto de potencias de la misma base se hace
extensiva a potencias como ésta, entonces para el producto: 167162 , se tendra:

1.1

167167 =162"2=16' = 16.

Esto indica que 167 es la raiz cuadrada positiva de 16; por eso se identifica 167

con v 16,

Se definen, en general, las potencias racionales, asi:
b =Yb"=(Vb)"

Algunas operaciones que involucran fracciones con raices en el denominador se
facilitan escribiendo fracciones equivalentes que no tienen raices en el denomina-
dor. A este proceso se le llama racionalizar el denominador.

P EcnpLos \

Racionalizar el denominador de:
1 4 =1
A —— B. C ——
V2 I5 va+ 4
1. Al multiplicar el numerador y el denominador por J2 setiene:
1 2 _ 2
2 2 2

, multiplicamos el numerador y el denominador por

2. Para racionalizar

4
3/z2 3/5—
V5% 4 32 _ a5 _ a5
3/5_ 3/52 3/53 5
3. Multiplicamos el numerador y el denominador por+a + 4 y obtenemos:

—1 va+4 __ Nat4

Ja+4 Ja+4 at4
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R CEACICI0 23 \

A. Simplifique cada expresion:

R 5. —327 9. V64a”

25
2. “%/68i 6. 49 Y64 10. \xy Xy’
5.3
3. Y=125 7. Ix 1. Y
mn

4. _*,18T1o 8. Ja'b® 12. 16c*d®

B. Simplifique y escriba el resultado con el signo radical.

1 2 113
1. m3-m?3 3. 3y-4y 5. (2x3y6)
2
5 mhom o (o) 6 B2
m?2-m oz

1 /_1 3 2 5 2
. 6 - Y4 " J3+a
5 —
2. X 4, m 6. _ =3

1.7. Notacion cientifica

La distancia a la estrella mdas cercana es de unos 40 400 000 000 000 000 metros.
Numeros muy grandes como el anterior cuya escritura es bastante larga (o nu-
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meros muy pequenos) pueden ser representados de manera abreviada usando
notacion cientifica; esta consiste en expresar la cantidad dada como un producto
en donde el primer factor es un nimero mayor o iguala 1 y menor que 10, y el otro
factor es una potencia de 10. Para esto se busca la primera cifra distinta de cero que
se encuentre de izquierda a derechay se escribe a continuacion el punto decimal;
el exponente de 10 se coloca apropiadamente para que el producto sea igual al
numero inicial. Asi, la distancia a la estrella mas cercana, escrita en notacion cien-
tifica, es: 4.04 x 10,

P JEvpLos \

A. Notacién estandar: Notacion cientifica:
1. 73 500 000 000 000 7.35%x 10"
2. 0.00412 412 103
B. Notacion cientifica: Notacion estandar:
1. 1.354 x 10’ 13 540 000
2. 7.08x 10 0.000 708
\_ _J

P EJERCICIO 24 |

A. Escriba en notacién cientifica la cantidad indicada:
1. La distancia, en km, que la luz recorre en un ano.
2. El didmetro de un electrén: 0.0000000000004 cm
3. La masa de laTierra: 5970 000 000 000 000 000 000 000 kg
4. La masa de un molécula de oxigeno es
0.000000000000000000000053 g.
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4 )
B. Escriba en notacion estandar:
1. 1.53 x 108 3. 3.0025 x10"?
2. 2.048 x10°° 4. 9.8 x107"°

C. Efectue las operaciones y exprese el resultado en notacién cientifica:

1. (3 x10™)(5 x10%) 3. (8x107)(6x10%)
(3x 108
2. (7.56x107'%)(6.03 x10%) 4. 0.0000012 x 30000
0.000000127 x 3500000 0.000002 x 0.00018

D. La velocidad de la luz es de aproximadamente 186 000 millas por se-
gundo. ;Cuanto tiempo le toma a un rayo de luz solar llegar a la Tie-

rra? (la distancia de la Tierra al Sol es de unos 93 millones de millas).

E. Un cuarto aislado de hospital que mide 6 m de ancho, 8 mde largoy
2.5 de alto se llena de oxigeno. Un metro cubico contiene 6.02 X 10%

moléculas. ;Cuantas moléculas de oxigeno hay en el cuarto? 63

F. Siun pais tiene como presupuesto anual 4.2 X 10" pesos y cada dia
gasta 1.2 X 10" pesos, jalcanza dicho presupuesto para el afo (365

dias)? ;Cuanto dinero falta o sobra?
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1.8. EJERCICIOS FINALES DE LA UNIDAD 1

r

1. Redondee el nimero 6537 a la cifra indicada:
- a la decena mas cercana
- a la centena mas cercana

2. A partir de la informacion contenida en el siguiente didlogo entre dos
amigos, determine las edades de los hijos de uno de ellos:
- {Cudntos hijos tienes y de qué edad?
-Tengo tres hijos. El producto de sus edades es 36 y su suma es el nimero
de esa casa. ..
- Me falta informacion.
- jAhl, es verdad: la mayor se llama Alicia.

3. Indique las posibles coordenadas de los vértices de un rectdngulo cuyo
perimetro sea 20 unidades.

4. Desarrolle las sumas o restas:

a) (-12)+(-4) = e) 23 -(-23) =
b) (-23)+50 = f) 18-23-40+16+4 =
c) 15-28 = g) 14-19)-(21-30) =
d)(-7)-(-12) =

5. Efectue las multiplicaciones o divisiones:
a) (-9)(16)
b) (-7)(=3)(-5)
c) (-64)+38
d) 303
-3
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4 N\
6. Desarrolle cada potencia:
a) (-3 = o (-47 = e) (1) =
b) -4 = d) -5 — f) 2009° =

7. Realice las operaciones indicadas.
a7+18+—-3+4>.2-9

b)3-—11)+12+(—14+8)—3-(—4)
25+ (=33+(=7)-(=2)—28+7
d —6+5-—4-12+(3-(-2)+7-3

8. Simplifique al maximo cada fraccion:

20 108 135
9 g ) 66 ¢) 705
63 88 140
63 d) =5 140
b) &4 AETY f) 30

9. Escoja cuatro numeros del conjunto {12, 7, 18, 6, 5, 4} para formar dos
fracciones que resulten ser equivalentes.

10. ;Qué fraccion de la figura esta sombreada?

11. ;Qué numero estd indicado por el punto? Dé la respuesta como un
ndmero mixto y como una fraccion.
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12.

13.

14.

15.

16.

3 X s 2
Si 7 =27 icudl es el valor de x?
.33 44 66 . .
Las fracciones: 27" 36 5a SON equivalentes. Halle otras dos fracciones

equivalentes a las anteriores.

Coloque <, > o = entre las dos fracciones de modo que resulte una afir-

macioén verdadera:

A 2 920 45
o 5 LI 3 9 5 L 3
S 3 _15 =X
- T - o 5 [ 3
- 2 _15 _45
o -7 U -3 -5 L&
Ordene cada conjunto de fracciones de menor a mayor:
g3 3 3 3 3 3
4 3 8 5 16 7
wl 3 1 2 2 1 1
7' 4" 2" 5" 3" 8" 3
Efectie
2 .10 2 _3
) 5 13 2/ 25 10
b) -21+2 e (i)-”
6 2
112 1,112
AR 7 (3 +7)




MATEMATICAS BASICAS

1.8. Ejercicios finales de la Unidad 1

r
17. El arroz que hay en una despensa estd en 3 tarros azules y 5 rojos.
Cada tarro rojo contiene 21? libras y cada tarro azul 1 % libras.
;Cuantas libras de arroz hay en la despensa?
Ui ionec: L 31 28 14 . . .
18. De las siguientes fracciones: 520" 20" 14" icual es mas grande
1,
que 1 5!
. 2 7 5 3 .
19. De las siguientes fracciones: =, —, = , =, jcudl es la mas cercana
3'"10°"6 "5
1,
a5
20. Coloque en cada casilla alguno de los nimeros 1, 2, 3, 4, exactamente
una vez: |:| |:|
O O
de manera que la suma de fracciones asi formada sea la mas pequena
posible.
21. Como el anterior, pero formando la diferencia mas pequena posible:
22. Calcule:
a) 195+ 1264 = e) (—0.2)3= i) (—3.5)+ (9.8) + (—6.3) =
b) 76 —438= f) 16+02= j) (=25)-3=
c) 256—32= g) 0.08+04= k) 0.13-1000 =
d) (55)(—3.8) = h) —(0.3)*= I) 450 =~ 100 =
\_ J

~\
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r

23. Calculo mental.

24.

25.

26.

27.

28.

Dé el resultado de las siguientes operaciones sin utilizar calculadora:

a) (0.1234) (1000) d) 0.1)3
b) 87.65 =100 e) 0.7 X 0.03
¢ 0:0234 f) 0.1X0.2 X 03

-10

Unos % del peso de una persona son debidos al agua que hay en el cuerpo.

iCuantos kg de agua contiene el cuerpo de una persona que pesa 63 kg?

Escriba cada fraccién o decimal en forma de porcentaje:
3 20
a)— c)— e) 0.32 1.5
) ) ) 20 ) g)
b) % d) 1 f) 0.036 h) 0.004

De un grupo de 20 personas, 14 son mujeres. ;Qué porcentaje del grupo son

hombres?

De los nimeros enteros desde el 1 hasta el 30, determine:
a) ;que porcentaje de estos numeros tiene 2 digitos?

b) ;qué porcentaje son multiplos de 9?7

¢) iqué porcentaje son primos?

d) ;qué porcentaje son divisores de 367

Complete el espacio en blanco:

a) % de 65 es 45.5 b) % de 9 es 4.5




MATEMATICAS BASICAS

1.8. Ejercicios finales de la Unidad 1

29.

30.

31.

32.

c) % de 250 es 500 e) 25%de es3

d) 50% de es 23 f) 150% de es9

Considere fracciones con denominador 11. Utilice la calculadora para expre-
1 2 3 4 5

sar en forma decimal las fracciones T T T 1 .Indique qué
regularidad observa.

Utilice lo anterior para expresar 1—71 y % en forma decimal sin usar la calcu-
ladora. Luego compruebe.

Resuelva cada ecuacién:

a) x-12=48 d 5 =-13

b) 56-m =100 e) _T2x=24

¢) —6p=28

Las temperaturas en grados Kelvin (K) estan relacionadas con las temperaturas
en grados Celsius (C) por medio de la formula: K = C + 273. La temperatura
maxima en la superficie de Marte es de 290 grados Kelvin. Exprese esta tem-

peratura en grados Celsius.

Represente cada expresién en la forma 3¢, (c es un nimero entero):

3’ 3°

a) 33 o 3% e) 35
3% 3’
b) 3¢-3° d (-39 f) (—)3
(3*3)

~\

L9



L

«f
i

UNIVERSIDAD JORGE TADEO LOZANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERIA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

33. Simplifique:

a) 2x -8x o IVx"? e) (3x%) (4x%)

by Y72 d 367 n ((6a7)

J8x

34. Escriba cada niumero en notacién cientifica:
a) 60000
b) 7250000
¢) ciento cuarentay cinco billones
d) 0.0000345

e) veinticinco mil millones

35. Escriba cada nUmero en notacion estandar:

a 25X10°
b) 4.07 X 10°
¢ 45X10°3
d 26X10+*
el 8X1073




Expresiones
algebraicas







BREVE

HERON de Alejandria

(10-70d.C. aprox.)

Fue un ingeniero griego y matemético
helenistico, que destacd en Alejandria (en
la provincia romana de Egipto). Ejercié de
ingeniero activamente en su ciudad natal,
Alejandria. Es considerado uno de los
cientificos e inventores mas grandes de la
antigiiedad y su trabajo es representativo
de la tradicion cientifica helenista.

Como matematico, escribid la obra La Métri-
ca, donde estudia las dreas y volimenes de
distintas superficies y cuerpos. Desarrollo
también técnicas de cdlculo, tomadas de
los babilonios y egipcios, como el cdlculo de
raices cuadradas mediante iteraciones.

La historia del algebra comenzé
en los antiguos Egipto y Babilo-
nia (desde comienzos del segun-
do milenio antes de Cristo); en
esa época ya se resolvian ecua-
ciones lineales (ax = b), cuadra-
ticas (ax*> + bx = ¢), y ecuacio-
nes de la forma x> + )? = z% Los
babilonios resolvian cualquier
ecuacion cuadratica empleando
esencialmente los mismos mé-
todos que hoy se ensefnan.

Los matematicos alejandrinos
Heréon y Diofanto continua-
ron con la tradicién de Egipto
y Babilonia. Los conocimientos
sobre resolucion de ecuacio-
nes encontraron acogida en el
mundo isldmico, en donde se
les llamo “ciencia de reduccién
y equilibrio” (la palabra arabe al-
jabru, que significa “reduccion’,
es el origen de la palabra dlge-
bra). En el siglo IX el matemati-
co Al-Khowarizmi escribié uno
de los primeros libros arabes de

HISTORIA DEL ALGEBRA

DENOE P M A N T

ALEXANDRINI
Rerum Anthmeticarum
Libi i

quod primi duo sdicéta habent Sempura,
Mt { wE conicdtuna cil | Bl
Framvers,

Toem Laaen o0 wenwnins Pavvasnie
eu Mu i

gl o b

T ot e

L et e
B

BASILE AR
Fix Evinviva Eniscorrm,
M6 ona s bemin
Fryrs

DIOFANTO de Alejandria

(nacido alrededor del 200/214 -
fallecido alrededor de 284/298)
Antiguo matematico griego considerado
"el padre del &lgebra". El matematico
alejandrino debe su renombre a su obra
Arithmetica. Este libro, que constaba de
trece libros de los que sélo se han hallado
seis, fue publicado por Guilielmus Xylander
en 1575 a partir de unos manuscritos de

la Universidad de Wittenberg, afiadiendo
el editor un manuscrito sobre nimeros
poligonales, fragmento de otro tratado del
mismo autor.
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AL-KHOWARIZMI
(780 - ¢.850)
Matematico y astrénomo
miembro de la "Casa de la sabiduria”, fundada en
Bagdad (809-833), en la que trabajaron sabios judios y
cristianos procedentes de Siria, Iran y Mesopotamia.
Escribi6 varios libros de astronomia, uno de élgebra y
otro de aritmética (traducidos al latin en el siglo XI),
en los que hace una exposicion exhaustiva del sistema
de numeracion hindu. Este sistema se empezd a cono-
cer como "el de Al-Juarizmi"y por deformacién en la
traduccién llegd hasta "algoritmo".

Omar KHAYYAM

(Nishapur, actual Iran, 1048-id.,
1131)

Poeta, matematico y astrénomo
persa. En Samarcanda completd un
importante tratado de dlgebra. Bajo
los auspicios del sultdn de Seljug, Malik-Shah,

realiz observaciones astrondmicas para la reforma del
calendario, ademds de dirigir la construccion del obser-
vatorio de la ciudad de Isfahdn. De nuevo en Nishapur,
tras peregrinar a La Meca, se dedicd a la ensefianza y a
la astrologia. La fama de Khayyam en Occidente se debe
fundamentalmente a una coleccién de cuartetos cuya
autoria se le atribuye y que fueron versionados en 1859
por el poeta britanico Edward Fitzgerald.
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algebra, una presentacion
sistematica de la teoria fun-
damental de ecuaciones, con
ejemplos y demostraciones
incluidas.

En las civilizaciones antiguas
se escribian las expresiones al-
gebraicas utilizando abrevia-
turas solo ocasionalmente; sin
embargo, en la Edad Media
los matematicos drabes des-
cribian cualquier potencia de
la incognita x, y desarrollaron
el dlgebra fundamental de los
polinomios, aunque sin usar
los simbolos modernos. Esta
algebra incluia multiplicar, di-
vidir y extraer raices cuadra-
das de polinomios, asi como el
conocimiento del teorema del
binomio. El matematico persa
Omar Khayyam mostré cémo
expresar las raices de ecuacio-
nes cubicas utilizando los seg-
mentos obtenidos por la inter-
seccion de secciones conicas,
aunque no pudo encontrar
una férmula para las raices.

En el siglo XVI los italianos
Scipione del Ferro, Tartaglia

Scipione DEL FERRO

(1465 - 1526, Bologna hoy Italia)
Aunque no es un matematico muy
conocido, su papel en la historia de la
Matematica tiene que ver con la reso-
lucién de la ecuacion de tercer grado.
Seria Scipione del Ferro, el primero en
estudiar con un método ortodoxo, la
obtencion de las raices o soluciones de
las ecuaciones ctibicas.

Desde la época de los babilonios,

2500 a. C.,cuando estos ya conocian la
solucion de las ecuaciones de segundo
grado, (para aplicarlo a sus construccio-
nes) y hasta el s. XVI no hubo avances
significativos con respecto a este tema.
Scipione del Ferro se educd en la Univer-
sidad de Bolonia donde fue profesor de
Aritmética y Geometria .

No han sobrevivido escritos de del Ferro,
ello se debe a la resistencia que tenia a
divulgar sus trabajos, preferia comuni-
carlos a un reducido grupo de alumnos
y amigos.



Niccolo FONTANA TARTAGLIA
(1500 - 13 de diciembre 1557)
Matematico italiano apodado Tartaglia
(el tartamudo) Ilegd a ser uno de los
principales mateméticos del siglo XVI.
Ensefid y explicd esta ciencia sucesi-
vamente en Verona, Vicenza, Brescia y
finalmente Venecia, donde fallecid. Su
aprendizaje fue esencialmente auto-
didacta. Desarroll6 la formula general
para resolver las ecuaciones de tercer
grado. Realizé los primeros estudios
de aplicacion de las matematicas a la
artilleria en el cdlculo de la trayectorias
de los proyectiles, asi como por la ex-
presion matematica para el calculo del
volumen de un tetraedro cualquiera en
funcion de las longitudes de sus lados,
la llamada Férmula de Tartaglia.

y Gerolamo Cardano resol-
vieron la ecuacién cubica
general en funciéon de las
constantes que aparecen en
la ecuaciéon. Ludovico Ferra-
ri encontrd la solucién para
la ecuacion de cuarto grado
y, COMO consecuencia, cier-
tos matematicos de los si-
glos posteriores intentaron
encontrar la féormula de las
raices de las ecuaciones de
quinto grado y superior. Sin
embargo, a principios del si-
glo XIX el matematico norue-
go Abel Niels y el francés Eva-
riste Galois demostraron que
no es posible la existencia de
dicha férmula.

Un avance importante en el
algebra fue la introduccion,
en el siglo XVI, de simbolos
para las incognitas y para
las operaciones y potencias
algebraicas. Debido a este
avance, el Libro Il de la Geo-
metria (1637), escrito por el
francés René Descartes, se
parece bastante a un texto
moderno de algebra. Sin em-
bargo, la contribucion mas

HIERONYMI CAR

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE

MATICH, PRILOSOFPHIL AC MREDICH,

ARTIS MAGNAZ,

SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,

uniar. Qi B¢

OPVS PERFECTVHM
> Decinus,

i,

fim edere placuit,it hot abfiruliimo, & pland ieerhuiio torivs Ardhmert
cxshetaroiankucem enuio, & quila hearro guodimommibus 3d pectin

Artis magnae, sive de requlis algebraicis, mas
conocido como Ars Magna (en latin Gran Obra), es un
importante libro de matematica escrito originalmen-
te en latin por Gerolamo Cardano en 1545.

René DESCARTES

(La Haya, 1596 - Estocolmo, 1650)
Fildsofo y matematico francés. Su primera

obra publicada (anénima) fue el «Discurso del
método», preambulo a los tres tratados sobre
«Didptrica», «Meteoros» y «Geometria» (1637),
conjunto que tituld «Ensayos filoséficos». Son
incuestionables los aportes de Descartes en lo
cientifico (simplificd las notaciones algebraicas,

L5

cred la geometria analitica y fundamentd el
determinismo fisico y bioldgico).
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Abel NIELS

(1802-1829)

Matemético noruego nacido en Finnoy y
fallecido en Froland. Nacié en el seno de una
familia muy numerosa, hijo de un pastor
protestante. A los dieciséis afios su maestro
le aconsejo leer los grandes libros de los ma-
tematicos mas eminentes, incluidas las obras
de Gauss. Abordé el problema de la solucion
de la ecuacién de quinto grado (recordemos
que las de tercer y cuarto grado ya habian
sido resueltas en tiempos de Cardano). Culti-
v6 la rama del andlisis matemético referente
ala teoria de las funciones multiperiddicas o
trigonometria superior. También estudi6 por
primera vez ciertas entidades matematicas
que fueron llamadas mas tarde "funciones
abelianas" y cuya teoria se denomina actual-
mente teoria de grupos.

importante de Descartes a
las matematicas fue el des-
cubrimiento de la Geometria
Analitica, que reduce la reso-
lucion de problemas geomé-
tricos a la resolucién de pro-
blemas algebraicos.

Durante el siglo XVIIl se con-
tinuo trabajando en la teoria
de ecuaciones y en 1799 el
aleman Carl Friedrich Gauss
publicé la demostracion de
que toda ecuacion poliné-
mica tiene al menos una raiz
en el sistema de los nUmeros
complejos. En los tiempos de
Gauss, el algebra habia en-
trado en su etapa moderna.
El foco de atencion se trasla-
dé de las ecuaciones poliné-
micas al estudio de la estruc-
tura de sistemas matemati-
cos abstractos, dando origen
al dlgebra moderna o abs-
tracta. El algebra moderna
ha seguido evolucionando,
obteniéndose con ella resul-
tados importantes y encon-
trando aplicaciones en todas
las ramas de las matematicas
y en muchas otras ciencias.

Karl Friedrich GAUSS

(Brunswick, actual Alemania, 1777 -
Gotinga, id., 1855)

Matemético, fisico y astrénomo aleman. Desde
muy temprana edad dio muestras de una prodi-
giosa capacidad para las matematicas.

Realizé sus estudios secundarios y universitarios
en la Universidad de Gotinga entre 1795y 1798.
Su tesis doctoral (1799) versé sobre el teorema
fundamental del dlgebra (que establece que toda
ecuacion algebraica de coeficientes complejos
tiene soluciones igualmente complejas), que
Gauss demostro.

En 1801 Gauss public una obra destinada a influir
de forma decisiva en la conformacién de la mate-
matica del resto del siglo, y particularmente en el
ambito de la teoria de ntimeros, las Disquisiciones
aritméticas que marcaron el punto de partida de la
moderna teoria de los nimeros algebraicos.
También merecid su atencion el fenémeno del
magnetismo, que culmind con la instalacion del
primer telégrafo eléctrico (1833). intimamente
relacionados con sus investigaciones sobre dicha
materia fueron los principios de la teoria matemad-
tica del potencial, que publicd en 1840.

Le mereci6 en vida el apelativo de «principe de los
matematicos».



MATEMATICAS BASICAS Introduccion

Introduccion

En la unidad anterior la atencion estaba centrada en afirmaciones que involucran
nuameros particulares (nUmeros reales); ahora el interés estd en afirmaciones de
caracter mas general en las cuales aparecen letras, llamadas variables, que repre-
sentan numeros cualesquiera de ciertos conjuntos; ingresamos asi en los terrenos
propios del dlgebra. Esta habilidad de hacer afirmaciones generales en lenguaje
matematico es de gran valor en la ciencia pues permite formular relaciones conci-
sas entre cantidades que varian.

Veremos en esta unidad expresiones en las cuales se combinan nimeros rea-
les, variables y operaciones (expresiones algebraicas); igualmente presentaremos
algunos contextos donde se emplean dichas expresiones teniendo en cuenta que
las reglas para realizar operaciones con las variables son las mismas utilizadas al
operar con numeros reales, y por ultimo, definiremos un tipo particular de expre-
siones llamadas polinomios.

Situacion inicial

Se dispone de dos tipos de baldosas para cubrir el piso de una habitacion: unas
azules y otras blancas. Cada baldosa azul cuesta $2 y cada blanca $3.

Figura 2.1

1. Para un disefio como el que se muestra en la figura 2.1 (aplicable a pisos cuadrados),
icual es el precio de todas las baldosas, si el niumero de baldosas en cada lado es:
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a4

b) 7

c) 20

d) 45
) n

)

2. Si el disefio es como el de la figura 2.2, en el cual las baldosas blancas estan so-
lamente en el contorno, jcual es el precio de las baldosas si el piso es de:

a) 5 baldosas de largo por 4 de ancho
b) 20 baldosas de largo por 16 de ancho
¢) n baldosas de largo por m de ancho?

Figura 2.2

2.1. Simplificacion de expresiones algebraicas

(A cuantos minutos equivalen 3 horas y 20 minutos? La respuesta la obtenemos
multiplicando 60 por 3 y luego sumando 20, esto es: 60 x 3 + 20 = 180 + 20 = 200
minutos. Si en lugar de 3 horas pensamos en cualquier otro nimero entero no
negativo de horas, el proceso a seguir se recoge en la expresion 60x + 20, llamada
expresion algebraica, pues involucra el uso de una letra, la x, representando ésta
a un numero cualquiera del conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5,...}; la x en esta expresién
desempena el papel de variable.



MATEMATICAS BASICAS 2.1. Simplificacion de expresiones algebraicas

Veamos otros ejemplos donde se usan expresiones algebraicas:

@ Elperimetro P de un cuadrado de lado / se puede indicar
con la expresioén 41. El lado de un cuadrado de area A esta
dado por «/ZCon las variables /'y 4 se representan nime-
ros reales positivos cualesquiera.

@ El perimetro Pde unrectangulode lados by hes2b+2h. El
area del rectangulo es b - 4. En este caso empleamos dos
variables, la by la A, las cuales representan valores reales
positivos cualesquiera.

€ La cinemadtica nos dice que la distancia d en metros, que
recorre un cuerpo que se deja caer libremente después de
transcurridos 7 segundos, y antes de llegar al piso, se pue-
de hallar con la expresién 4,97; la variable ¢ indica cual-
quier numero real positivo no mayor al tiempo de caida.

@ Retomando la situacion inicial de la seccion 1.2, si cuando
solo ingresa agua al recipiente el tiempo de llenado es x
horas, y cuando solo ingresa leche el tiempo es y horas,
entonces cuando ingresan simultaneamente, el tiempo ¢

de llenado es 1 =X horas.
1,1 x+y
X )y

€ Volviendo a la parte 1 de la situacion inicial de esta uni-
dad, el precio de las n baldosas azules es 2n pesos y el de
las (n* — n) baldosas blancas 3(n? — n) pesos; por tanto, el
precio de todas las baldosas es 2n + 3(n* - n). (;En qué
conjunto de valores asumimos a n como variable?).

]
ek

o

[ Distancia (d)
O
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Las expresiones algebraicas de los ejemplos anteriores pueden ser evaluadas en
valores particulares de la(s) variable(s) haciendo las sustituciones correspondien-
tes y realizando las operaciones indicadas.

Evalue las expresiones algebraicas anteriores para:
[=6,5 A=49; b=5; h=4; t=2; x=3; y=4; n=20.

Es deseable simplificar los calculos al hacer la evaluacién de una expresion larga,
como en 2n + 3(n* — n); para esto se busca una forma abreviada que sea equivalen-
te. En este caso, aplicando la propiedad distributiva llegamos a 2n + 3n* — 3n. En
esta expresion identificamos tres términos: 2n, 3n* y —3n. En cada término convie-
ne distinguir la parte literal y el coeficiente:

en el término 2n, la parte literal es n 'y el coeficiente es 2
en el término 377, la parte literal es n? y el coeficiente es 3
en el término -3, la parte literal es n y el coeficiente es -3

Observamos que hay dos términos con la misma parte literal: 2 y 37 (términos
semejantes). Estos se pueden expresar en uno sélo utilizando las propiedades con-
mutativa y distributiva:

2n+3m*-3n=3n*+2n-3n=3*+2-3)n=3n"-n
Esta ultima expresion contiene ahora sélo dos términos.
Evalle la expresion 3»° —n para n =20y compare el resultado con el obtenido arriba.

;Cudl es el coeficiente del término —n?

En el ejemplo anterior se ha mostrado el proceso que se sigue para simplificar ex-
presiones algebraicas:

se identifican los términos semejantes
y luego se suman los coeficientes de dichos términos.



MATEMATICAS BASICAS 2.1. Simplificacion de expresiones algebraicas

N EJEVPLOS \

Simplificacion de expresiones:

1. Laexpresion —15a + 9a se simplifica:

(=15+9)a = —6a
2. —8ab+ (—7ab) = —15ab
3. 3Xx+5y—9%+6y=3x—9%+5y+6y=—-6x+ 11y
4. 7x—5+8y—4=7x+8y—5—4=7x+8y—9

5, X*+2x—7%+8+1=—-6x>+10x+1

6. %x+y—x+ 10 = —%x+y+ 10

7. 7dm —9Jn +4Jn —3Jm =4ym —5Jn

8. (2a— 8) + (—6a + 3); en este caso suprimimos primero los paréntesis sin

cambiar los signos, pues estan precedidos de signo positivo:
(2a—8)+(—-6a+3)=2a—8—-—6a+3=—-4a—5
9. (2a— 8) — (—6a + 3); suprimimos primero los paréntesis cambiando los

signos de los términos contenidos en el paréntesis que esta precedido

del signo menos:
(2a—8)—(—6a+3)=2a—8+6a—3=8a— 11
10. (2a — 8) + 2(—5 + 4); de nuevo suprimimos los paréntesis; en esta oca-
sion, aplicando la propiedad distributiva:

(2a—8)+2(—5a+4) =2a—8— 10a + 8= —8a

L8l
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. LJERCICIO T

A. Simplifique cada expresién algebraica:
1.

2
3
4.
5

N S LA W N =

3

3xy -5y + 9xy -2y 6. = x’y’- 1gx“y3—%x4y3

2
. 5ab-3a’+ 2b’-4b’+7a’ 7. 5t>+3t-18t>- 9t
. 0,5x2-0,7 x’- x> + x* 8. 57z-2Yz+63y
1 5.2 1 3.2
3/x-5 y +9/;—8\/; 9. XY TSV T3y Xy
5 2 3
g n'm=5n*+ gn’m 10. Lab’-2a’+ Lb7+ 3ab’

B. Algunas expresiones del lenguaje usual u ordinario se pueden llevar o tra-
ducir al lenguaje matemdtico utilizando expresiones algebraicas. Por ejem-
plo, “el triple de un nimero disminuido en dos” se puede escribir como
3x — 2; la x aqui representa un nimero cualquiera dentro de un conjunto
de nimeros no especificado (cuando no se dé explicitamente el conjunto,
asumimos el conjunto numérico mas amplio para el cual tienen sentido el
contexto en consideracién y las operaciones indicadas; tenga presente el
orden en que se realizan las operaciones).

Escriba en lenguaje matematico:

El producto de un nimero n y siete

La suma de un numero my doce

El cuadrado de un nimero x disminuido en seis

La diferencia del cubo de un ndmero zy ocho

Seis menos que el cociente de un nimero a y cuatro

La raiz cuadrada de la suma de trece y el doble de un nimero b

La mitad de la suma de dos numeros
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2.1. Simplificacion de expresiones algebraicas

8. El cociente de cinco veces un nimero y diez

9. La diferencia de los cuadrados de dos numeros
10. El cuadrado de la suma de seis veces un nimero y doce
11. El cuadrado de la diferencia de dos nimeros

12. La raiz quinta del cociente de dos nimeros

. Escriba enlenguaje usual u ordinario:

3z+1 1, 3
1. 3x+11 5. 2 9. 2x 2
2

2. a*-7 y ) 242
6. <y+3 10. (x+ x°)

3. /5m+38 7. Xy 1. Vx-y

3x+5

4 2x-7 8 ‘x-2Yx 12, (x+x2)}

Expresiones de las ciencias se traducen al lenguaje matematico utilizando
ecuaciones (igualdad entre dos expresiones algebraicas).

Ejemplo: "La temperatura en grados Fahrenheit, F, es nueve quintos de la
temperatura en grados Celcius, C,aumentando en treinta y dos", se traduce
como:

_9
F_5C+32

Escriba en lenguaje matematico:
1. El cuadrado del periodo P de un planeta es igual al producto de una
constante Ky el cubo de la distancia media R, del planeta al Sol.

2. Lautilidad U, es igual al ingreso I, menos costo total C.

3. En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa h, es igual a
la suma de los cuadrados de los catetos a y b.

~\
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2.2. Polinomios
Algunas de las expresiones algebraicas encontradas en la seccion anterior solo in-

volucran operaciones de suma, resta, multiplicacion o elevacion de las variables a
exponentes naturales, como en las siguientes:

60x+20 ; 2+2a ; YP-TPA+3yz-3 ; boh 3ni-n;
2 . _ D26 1 4.5 2, 1 . 5_n+.4 2
497 ; Sx+2y-1 3 3x+4x+8 o 2mP—=3m"+ 5m°—m

Expresiones como las anteriores se llaman polinomios.

;Por qué las siguientes expresiones algebraicas no son polinomios?

Xy 4 1 0 2x+1  x S. 5 4.3
\/X’x+y’2ﬁy+3yz’ 3y-2 2y-3 T4 T4

Veamos ahora algunos criterios que permiten clasificar a los polinomios.

Segun el nimero de términos: los polinomios con un solo término se lla-
man monomios; con dos, binomios; con tres, trinomios. De ahi en adelan-
te se dice polinomios de cuatro términos, de cinco, etcétera.

Segun el nimero de variables que intervienen: polinomios en una variable,
en dos variables, en tres, etcétera.

R EJERCICIO2 |

Dados los polinomios:
1. 60y%-15y + 20 5. x*-3y+7z
2. 3n’-n 6. 2b+2h
26 1,4.52 6, .1 4.3 2, 7 2.3 3
3. 3X-3IX X Xt g 7. g XXyt Xy Ty
2
\_ 4. bh 8. 49t y
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A. Clasifique cada uno de los polinomios anteriores:
i) Segun el nimero de términos
ii) Segun el nUmero de variables

B. ;Cudl es el coeficiente del tercer término del polinomio 7.7
;Cudl es el coeficiente de x* del polinomio 3.7
iCudl es el coeficiente del primer término del polinomio 17.?
;Cual es el coeficiente de n en el polinomio 2.?
iCual es el coeficiente del primer término del polinomio 5.?
;Cudl es el coeficiente de »* del polinomio 4.7

;Cual es el coeficiente de # del polinomio 8.7
G J

2.3.Suma y resta de polinomios

Si en algun contexto hay que sumar cantidades compuestas, como por ejemplo
3 horas 20 minutos con 2 horas 15 minutos, procedemos sumando las cantidades
correspondientes a las mismas unidades; en el ejemplo, sumamos horas con horas
y minutos con minutos, obteniendo 5 horas 35 minutos.

En forma andloga procedemos si se trata de sumar o restar polinomios: suprimi-
mos los paréntesis y simplificamos los términos semejantes, como se hizo en la
seccion anterior.

Asi, para sumar: (3x+20) + (2x+15), suprimimos los paréntesis, simplificamos 3x
con 2x para obtener 5x, y 20 con 15 para obtener 35, esto es:

(3x +20) + (2x + 15)=3x +2x + 20 + 15=5x + 35

Para restar, por ejemplo: (5y — 19) = (3y — 11), suprimimos los paréntesis cambian-
do los signos del polinomio que esta precedido de signo menos y simplificamos
los términos semejantes:

(5y = 19) - By - 11)=5y - 19 -3y + 11 =2y - 8

(85
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P EmpLOS

1. (7a-5b) + (6a+2b)=7a-5b+6a+2b=7a+6a-5b+2b=13a-3b
2. (9y+82)-(6y-102) =9y +8z-6y+10z=9y -6y +8z+ 10z=3y + 18z
3.5 -92+7)- (8 +4y*—6)=5x3-9y2+7-8x* -4y’ + 6 =-3x*- 13y + 13

\

P JERCiCiOs

A. Efectie las operaciones indicadas:

1. (5a+3)+(5a+2) 4. 5Q@yz*-2z)-8(z+4yz?)

2. (2y+2-(3z-5y) 5. 2(0.2y*-0.3y)+0.5(y +0.4y?)
24 y) _ 3 (5x2 _5 2 (8 4_

3. 4(2x2+x)-3(5x2-x) 6. 4( 2b+3c)+ - (15b 4c)

7. %<4m2n2—%mn>—%(8mn+%m2n2)

8. (8x*-4x3+2x2-5)+(Bx*+7x>-2x>+9x)

9. (—%a%+%azb2—%>+(%azb2—%a3 b+%—%a)

10. 2x-10x3+3+ x?) +(-2x+10x3-5-12x)

11. (-5y?-3z2+2y-132) - (92°-6y*+ 8y +32)

12. (%23 + %zz - %z + %) - (%z2 - %zz + % + %z)

13. (0.5a*+0.7a*-0.2z+1.3) - (0.4a*-0.8a?+ 0.14z - 1.5)

B. Elresultado de sumar dos polinomios es 8y?-5y + 9. Uno de los polinomios
es 3y%+ 4, jcual es el otro?
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é )

C. Lasumade 3x?+ 7x — 5 con otro polinomio es 9x>-5x+ 6, ;cuales el otro?

D. Alrestar 7x>- 5x — 3 con otro polinomio el resultado es 4x2+2x - 8. ;Cual es
el otro polinomio?

E. Dé unejemplo de dos trinomios cuya resta sea 3x?- 5.

\_ J

Para polinomios en una variable, el grado del polinomio es el mayor exponente
gue tenga la variable; cualquier constante diferente de cero se define como un
polinomio de grado cero.

iCual es el grado de un polinomio que es igual a la constante cero?

Una forma muy usada de escribir un polinomio en una variable consiste en escribir
primero el término donde se encuentra el exponente mas grande de la variable,
luego el segqundo mas grande y asi sucesivamente; terminado este proceso se dice
que el polinomio esta escrito en orden descendente.

B EJERCICI0 4 \

A. Halle el grado de cada polinomio:

1. 3x-x>+1 4. 2-7'+2°-32+z-7°
5.2 3 1

2. 5y°+3y*-2+y 5. Fni-gn+oy

3. X*-6+x"-2x+4x° 6 %_%y2+y8_%y4+%y

(87
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B. Ordene en forma descendente los polinomios anteriores.

C. Dé un ejemplo de dos polinomios de grado tres cuya suma sea un
polinomio de grado dos.

D. Dé un ejemplo de dos polinomios, cada uno con tres términos, cuya
resta sea un polinomio de grado uno.

E. Six representa el menor de tres enteros consecutivos, exprese como
un polinomio en x la suma de dichos enteros.

\_ J

2.4. Multiplicacion de polinomios

Regresando a la parte dos de la situacion inicial, cuando el
piso tiene n baldosas de largo por m baldosas de ancho:

La cantidad de baldosas blancas la podemos representar
con la expresion:

2n+2m—4 (;jpor qué?)
Como el precio de cada baldosa blanca es $3, entonces éstas cuestan:
32n+2m—4)y=6n+6m—12

Ahora, la cantidad de baldosas azules es: (n — 2)(m — 2), y ya que cada una de éstas
vale $2, el precio de las azules es:

2(n—2)(m-2)
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Por tanto, el precio de todas las baldosas es:
6n+6m—12+2(n—2)(m-2)
Es posible escribir una expresion mas breve, equivalente a la anterior, una vez que

desarrollemos el producto 2(n — 2)(m — 2). Antes de hacer esto, revisemos como se
multiplican polinomios.

Consideremos en primer lugar la multiplicacion de monomios. Para multiplicar 2
monomios, como por ejemplo 3x? y 7x3, multiplicamos los coeficientes 3y 7y a
continuacion escribimos el resultado de multiplicar x*> con x* (ver leyes de los ex-
ponentes):

BT =B -7E?*-x*)=21x°

1. (=2xy%)(3xy)=-6x’y’

2 (B3 o)== v

Ahora, consideremos monomios por polinomios, como por ejemplo: 3x(4x — 2).
Utilizando la propiedad distributiva, multiplicamos el monomio por cada uno de
los términos del polinomio:

3x(4x —2) = (3x)(4x) + 3x(-2) = 12x* — 6x

1. (-2m + 3n)(4m? = (-2m) (4m?) + 3n (4m?) = -8m> + 12nm?
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Por ultimo, la multiplicacion entre polinomios; ejemplo: (3x — 5)(4x — 2).
En este caso, aplicamos dos veces la propiedad distributiva:

Bx—-5)([4x-2)=Bx)(4x -2) + (-5)(4x —-2)
= (3x)(4x) + Bx)(=2) + (-5)(4x) + (-5)(-2)
=12x> - 6x—20x + 10

Simplificando términos semejantes, se llega a: 12x? — 26x + 10.

Para hallar el producto de dos polinomios
multiplicamos cada término del primer polinomio
por cada uno de los términos del segundo polinomio
y luego simplificamos términos semejantes.

1. (=2m + 3n)(4m? + n) = (-2m)(4m?) + (3n)(4m?) + (-2m)(n) + (3n)(n) =

-8m3 + 12m?n - 2mn + 3n?

Volviendo a la situacion del comienzo de esta seccion, la expresion para el precio
de las baldosas la podemos simplificar asi:

Precio total:
on+6m—12+2(n—-2)(m-2)=
on+6m—12+2(nm—2m—-2n+4)=

on+6m—12+2mn—4m—-4n+8=2m+2mn+2n—4

Utilice la expresion anterior para determinar el precio de las baldosas cuando el
piso tiene 20 baldosas de largo por 16 de ancho (es decir, cuandom =20y n=16).
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2.4. Multiplicacion de polinomios

O ERCiCIO 5

\
A. Halle el producto de los siguientes polinomios:
1. 2a°b%)(6a2b?) 13. 432y -7y + 1)
2. (=3 (7x3y)(xy?) 14. 2ab(3a* + 6b? - 5a*b3)
3. (5m*n®)(11m?n) 15. (2 +3z-9)(z+ 3)
4. (x-6)(x+2) 16. (9y*> + 6y + 4)(3y - 2)
5 (y*+3)y+9) 17. (5xy? + 2x%)(3xy + 7)
6. (2-4)(z+1) 18. (-2¢3 - 4c*+ ¢+ 1)(-5¢)
7. (y=-5)(y-3) 19. (x®+ 2x* — x + 4)(x* - 5x + 3)
8. (m+2)(m +4) 20. (y+2)(y>+2y+4)
9. (z-4)(z+7) 21. (ZZ2-z+2)(Z22+z-1)
10. (x*-4)(x*+12) 22. (x+3)x*-3x+9)
11. (2a+ 5b)(2a - 7b) 23. (0.5m-0.2n-0.4)(0.17m + 0.3n)
12. (3x-8)(3x-5) 24, (0.3x*+ 1.2x-0.6)(x + 0.2)
B. Una arenera se ubica en un prado, como se muestra en la figura.
Exprese el drea, en términos de x, de la regién que esta solo con prado
G J
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2.4.1. Productos especiales

Asi como en la multiplicacién de nimeros reales sucede que un factor puede apa-
recer repetido varias veces, también esto es comun al trabajar con expresiones
algebraicas; por ejemplo:

x+Hx+4), -2 -2)r-2)

son productos especiales que representamos en forma de potencias, respectiva-
mente, como:

(x+4)y, (y-2)

Observemos el proceso cuando un binomio a + b se eleva al cuadrado y al cubo:

(at b= (a+b)a+b)
=a’tab+ab+ b’
=a’+2ab + b?

(a + b)*=

: : (a+b)' = (a+b)a+b)(a-+D)
a’*+ 2ab +b = (& + 2ab + b*)(a + b)
=a’+a*b + 2a*b + 2ab® + ab* + b?
=a’+3a’b + 3ab* + b?

Abreviando:
(atby=a’+2ab+ b

(a+b)=d+3a’b+ 3ab*+ b’

@ Exprese en forma verbal el proceso en que se desarrolla (a + b)’E

g EJEMPLOS o

1. (x+4)>2=x>+2(x)4) +4*°=x>+8x+ 16

2. (Z#+329)*=(*+2(H(3B2) + (32)* =22 + 62° + 97

3. (Y+2°=y +3y22) +3()(22+ 2=y + 6y + 12y + 8

\_ J
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R E/ERCICI06 \

Utilizando los esquemas anteriores, desarrollemos las siguientes poten-

cias:
1.(x+6)°= 4.2y +3)* =
2. (2x+5y)*= 5. (4y +32)° =
3.3+ 3x)%= 6.222+ 23 =
\. W,

Siguiendo el proceso descrito para el cuadrado y el cubo del binomio a + b,
complete:
(a-by=

(a-b) =

P c1ipios \

1. (x-5)2=x>-2(x)(5) +5°=x*>-10x + 25
2. (2y-32°=2y)*-2y)(32) + (32)* = 4y* - 12yz + 97°
3. (y-2P=y-300)%2) +3(R)*-2>=y>-6y*+ 12y -8

\_ J
VP EJERCICIO7 ~
Desarrolle:
1. (x-4)= 4. 2x-1)3=
2. 3x-27= 5. 2y -3x)? =
3. (y-2P= 6. (4m-5n)? =

(93
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Otro producto bastante comun es el que surge cuando se multiplica la diferencia de dos
términos por la suma del mismo par de términos, por ejemplo (x — 3) (x + 3); veamos:

(a—b)a+b)y=d*+ab—ab—-b*=a*— b
Observamos que el resultado es una diferencia de cuadrados.
Tenemos entonces otro producto especial:

(a-b)(a+b)=a>-b

Utilicemos el esquema anterior para efectuar las siguientes multiplicaciones:
1. (x-3)(x+3)=x*-32=x2-9
2. (Bx+2y) Bx-2y)=(3x)*-(2y)*=9x*-4y?

EJERCICIO 8
b EJERCICIO8 ~

Desarrolle los siguientes productos especiales:
1. (x-1) 12. (a*+2)
2. (y+3) 13, (x+2y)(x+2y)
3. (z+3) 14. (m?+2n%)(m?*+2n?)
4. (2y+1) 15. (3m-4ny
5. (a+4by 16. (%a—b)(%a+ b)
s ey 7. (e
7. (x+3)(x+3) 1.3
8 (2y+1)(2y-1) 18. (z+3)
9. (z-6)(z-6) 19. (x+0,2)(x-0,2)
10. (3x2-2y?)? 20. (0,1y-2°)(0,1y +2°)
11. (7a-2b)(7a+2b) 21.  (0,5m-0,3n)
\_ J
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2.5. Division de polinomios
De la multiplicacion 5 x 4 = 20, se pueden extraer las siguientes divisiones:
20+4=5y20+5=4

Asi, en la division 20 + 4 se busca un nimero que multiplicado por 4 dé como re-
sultado 20, dicho nimero es 5.

Procediendo de manera similar con la multiplicacién de monomios, puesto que:
(6x)(3x%) = 18x°
entonces,
(18x%) + (6x) = 3x?
es un ejemplo de divisién entre monomios.

“ Escriba una division a partir de cada multiplicacién:

(8" (5°) =40y’
(3ab?) (1a°b) = 214'b?

Volvamos a la division de los monomios 18x® = 6x ; el resultado, o cociente, es una
expresion que multiplicada por el divisor: 6x, da como resultado el dividendo: 18x°.

Para obtener este cociente procedemos dividiendo o simplificando los coeficien-
tes 18 y 6, y luego, con las propiedades de los exponentes hallamos el cociente
entre x* y x.

18x* 18 x°

3 . — - -
18x° + 6x o 6 x

= 3x?




UNIVERSIDAD JORGE TADEO LOZANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERIA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

P /EVPLOS \

6 6 1.4
7. 2la b* 21 a® b 7a52b%3 = 74%

3¢ 3 & b3

24)(3)’6_&.)(3—1 6-3

_4 .23
2 30xy> 30 A
_36m°n’_ 36 ,.5s8,72__ 2, 35__2n°
3. ToamPpZT 5gM N TETEM =303
\_ J

De manera similar, podemos acercarnos a la division de un polinomio por un mo-
nomio o de dos polinomios.

El producto de (4x* — 7x*)(4x?) = 16x° — 28x%, de manera similar al producto de mo-
nomios, se puede expresar como las divisiones:

(16x° — 28x%) + (4x?): divisiéon de un polinomio por un monomio o
(16x° — 28x°®) + (4x* — 7x*): division de dos polinomios
Veamos la division de un polinomio por un monomio. En la divisién de 16x° — 28x¢

por 4x2, procedemos dividiendo cada término del polinomio (numerador o divi-
dendo) por el monomio (denominador o divisor):

5 6 5 6
16x4—xé28x _ 146xx2 _ 248;; = 4x3 _ Tyt

P EJENPLOS \

2

1. -~y +27y*-3y* -9y’ . 27y* 3y

— =-3 5+9 2—1
3y° oyt 2T Y
4 3 4 3
2 253524152 25 2352 152 g g, 3
5z 5z 5z 5z z
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Finalmente, la division entre polinomios, |a ilustramos dividiendo x?>— 5x + 6 entre
x — 2. Procedemos utilizando el siguiente algoritmo:

Verificamos que los exponentes de la variable estén ordenados en forma
descendente, tanto en el dividendo como en el divisor.

Dividimos el primer término del dividendo entre el primer término del
divisor. El resultado obtenido lo multiplicamos por el divisor (al multipli-
car se cambian los signos y se colocan debajo del término semejante del
dividendo):

Dividendo ——» x*-5x+6 |x -2 <«—— Divisor

—x*+2x X

Simplificamos términos semejantes y bajamos el siguiente término. Repe-
timos el proceso hasta bajar el dltimo término.

x*—5x+6|x-2

—x*+2x x -3  <+— Cociente
-3x+6
3x -6
Residuo —» —0

(Encuentra algun parecido con la divisidon entre niUmeros reales?

Retomemos la division (16x° — 28x°) + (4x* — 7x*) y utilicemos el algoritmo descrito
en el ejemplo anterior:

16x° —28x° | 4x* — 7x*
—16x° +28x°  4x?
0

El resultado, 4x?, corresponde a lo esperado a partir del producto de la pagina 96:
(4x* — Tx*) (4x*) = 16 x° — 28 x°

97
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s  E/EMPLOS

A. Dividir x>+ 8x + 15 entre x + 3:
Dividendo — x>+8x+15 | x+3 — Divisor

—x?-3x X+5 — Cociente
5x +15
-5x-15

0 — Residuo

Realicemos la prueba para la divisidon anterior:

Para verificar la division utilizamos el producto: multiplicamos el
cociente por el divisor y sumamos el residuo, el resultado debe
ser el dividendo.

(X +5)(x+3)+0=x"+3x+5x +15=x"+8x +15

B. Dividir x>-36entre x + 6

x? -36 X+6

-x2-6x x -6  — Cociente
- 6x — 36
6x + 36
0

C. Dividir x>+ 8x - 10 entre x + 3

x>+ 8x-10 x+3

—x?-3x X+5
5x -10
-5x -15

-25 — Residuo
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@ EJEMPLOS \

D. Dividir y*+24 entre y - 7
y? +24 y-7
-y? +7y y+7
7y + 24
-7y +49

73
\. J

_CCCICI09 \

A. Realice las siguientes divisiones:

1. 20a’+5a° 12. (102°+252°+10z - 8)+(2z-1)
2. 36x%y*+6x%y° 13. (x* —125) (x+5)
3. 55m*n®+11m?n 14. (w’-32)+(w+2)
4. (y*-8y+16)=(y-4) 15. (y4 81)+(y-3)
5. (X*+10x+25)+(x-5) 275 357 + 1422
6. (2°+7z-8)+(z-1) 16. 72*

7. (y*-5y+6)+(y-3) - 36y° - 24y* + 48y3
8. (x*-6x-10)=(x+2) 6y

9. (y2-9)=(y-3) 18, 28x3+45xx_2'_—38x+3
10. (6x°-16x%+5x +2)+(3x-2) P58 504
11. (x*-49)+(x-7) 19. = -5

B. Encuentre el valor de ¢ para que se cumpla que la division de los polinomios:

(X* = 9x + ¢) + (x — 2) sea exacta (residuo igual a 0).
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2.6. EJERCICIOS FINALES DE LA UNIDAD 2

r

A. Escriba una expresion algebraica que cumpla cada grupo de condiciones:

1. Con un término, dos variables y de grado dos.

2. Con tres términos, una variable y coeficientes enteros.

3. Con dos términos, una variable y de grado uno.

4. Con tres términos, las variables x, y, zy coeficientes racionales no enteros.

B. Encuentre el valor niUmerico de cada polinomio:

1. 3m-2n+4mn Si m=-2, n=5

3 2 H _; __i
2. 6x°-y + 2xy Si X=3 Y=-%¢
3. %a2+%b2+%ab si a=-4, b=3
4. %x3+%xz—%x si X=6

5. 3m3-2n*-6m-7n*+5 si m=-1, n=/2

C. Ordene los polinomios en forma descendente:

1. 8x4—5x2+%x+%—x5+2x3

3_2,7,3,2, 11 5 3
s 2.5 -3y"+ 2y + 5y 5+ﬁy

3. a*b*-8a’b + %cfb3 + %azb4 -a®+3b%-ab’
(ordene con respecto a b)

4. -y 2>+ 9y°z + %y‘sz4 - %y229+ y'0-yz3

(ordene con respecto a y)
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2.6. Ejercicios finales de la Unidad 2

(
D. Escriba tres términos semejantes a cada término dado:
1. 5mn
7 2
2. 34 b
3. -xy?
4. 6m*n°p
_1
5. 2ab
E. Simplifique cada polinomio:
1. 2a+3b-c+5a-7c+11b-9c
3, _ D2 4 2 2
2. 5m 2n+4n 3m+3n+5n
3 5 4 2
3. Zx—7y+€xy—12y+§x—§xy
4. -3a%+2b*-ab+3-ab-3b>+13a>
7,2 63,4, 7, .33
5. 3X 5y+9x+6xy+2y
F. Realice las operaciones indicadas:
1. (-3m+5n)+(8n-14m-3)-(124+9n-7m)
2. (4xy?-13x% - 6x) - (12x + 15 xy* + 8x%y) + (4x - 11x%y)
3 5 3
3. (Zab—jbc+§ac>+(ab—bc+ac)
32,1 2y (12 >, 9 . 5 »
4. <2mn 5n+3m)(5n+2mn 3m)
s.3,3_2,2 5, 1)\ s, 8,3 4,02, 7, 7
5. (7x+7x 3 X 4x+4) <1Ox+7x 5x+4x 4)
6. Reste 3x-2y+5z de 11y-9x+2z
G J

~\

(1ol
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(

7. De11a — 9b + 3c — 5dreste 15¢ — 4b + 12a — 9d

8. Delasumade2m? — 5n%? + 8mncon —13n? — 10m? + 11 mn,

G. Halle el producto de:
1.

6.

e

8.

1.

reste 8m? — 6n%> + 7 mn

(3m3n°)(8m?n)

(m + 3)(m —9)

(@ —MNa+1)

= 2)y —8)

Bn—4)(2n—1)

x+11)x—9)

(m — 8)? 7.
(a + 9)? 8.
(x —4) 9.

(3m +2n)* 10.
(x — 7y?)? 11.

(5 — 2047 12,

9. (2+6)y2+2)

2. (—9a’b)(6a’b)(ab*) 10. 5z%(2z* + 2z — 3)
3. (3x%7)(9x%y)
4.
5

11. Mm*—2m>—m + 5)(m — 1)
12. (9a’b — 5ab?)(2a?*b + 6ab?)
13. (0.4a*— 0.3a + 1)(0.2a +5)

3 35 2,7 2 _
14. (TX TX +?x)(12x + 4x 2)

3, _2\(9 2,3 . 4
3. (?E' 5 )( A T )

Desarrolle los productos especiales:

5 3 5
- + c=m ==
(m — 8)(m + 8) 13 (2m 4)(2m+
3 5 3
- e | P LS
Bx* +2y)(3x*—2y) 14 ( —-a 3 )( --a
2 3
(@ —7)a+7) w.“ﬂ+§mﬂ
(6a® — 4b3)? 16. (0.8a + 0.5b)?

(m?*+ 8n*)(m* —8n%) 17. (0.1y — 2)(0.1y — Z)

(x* + 3)3 18. (> — 0.4)(y? + 0.4)




MATEMATICAS BASICAS

2.6. Ejercicios finales de la Unidad 2

(

\

I. Halle el cociente de cada una de las divisiones:
35m®+5m?®

77a°b%+11a%b3

125x” y*+ 25 x*y
(2+x*-4x)+(x-2)
(m*-18m+81)+(m-9)
(x*+28-11x) = (x-4)
(-36 +a’-9a)+(a-3)
(13n+n*+42)+(n+2)
(b*>-25)+(b-5)
(8a*-16a*-4a+2)+(2a-3)
(y*-64)=(y+8)
(m*+625)+(m-5)
(a°+243)+(a+3)

63m°®-27m* - 8m?
9m?

15. 105a®- 75a° + 45a*

15a°

—
.

VW e NS L A~ W N

) ) ) )
Ww N = O

—
»

J. Calcule los valores parak y s de modo que la divisiéon entre los polinomios

sea exacta:

1. (x*-2-2x"+ kx—=s) = (x*-2x+1) 2. 2m*+m>+km-s)+(2m-3)

K. Compruebe que:

1
3xy

1. %[(x YR — ¢+ y)] = xy X+ Y — (E+ )] =x+y

2. (x2 +y2)2 —(x2 -y’ )2 = 4x'y*

~\
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EL ALGEBRA

COMO HERRAMIENTA DE LA CIENCIA

Durante el Renacimiento se realizaron grandes progresos
para obtener soluciones exactas a ecuaciones algebraicas gra-
cias a los trabajos de Tartaglia y Ferrari, pero estas ecuaciones
no eran muy utilizadas para resolver problemas practicos. Sin
embargo, en el Renacimiento surgié otra tendencia: la aplica-
cion del dlgebra a la solucidn de problemas de las ciencias.

No hay mejor ejemplo de la confianza de un cientifico en el
algebra como lenguaje para expresar ideas, que el trabajo del
cientifico, matematico e inventor italiano Galileo Galilei (1564-
1642). El enfoque algebraico de Galileo rompié con el pasado.
Por mas de 1000 afos la geometria de la regla y el compas ha-
bia sido el lenguaje para expresar muchas de las ideas en las
investigaciones cientificas, como lo hicieron los matematicos
y cientificos griegos. Esto comenzo a cambiar durante el Rena-
cimiento.

Uno de los libros mas conocidos de Galileo, Didlogos sobre
dos nuevas ciencias, esta lleno de algebra. No es un libro acerca
del algebra; es un libro sobre ciencia, en el cual Galileo anali-
za los grandes temas cientificos de su época: movimiento, re-
sistencia de materiales, palancas y otros tépicos que estan en
el corazén de la mecdnica clasica. Para expresar sus ideas usé
una version retérica del algebra.

GALILEO GALILEI (1564 - 1642)
Astrénomo, fildsofo, matematico y fisico que
estuvo relacionado estrechamente con la revolu-

cion cientifica.

Eminente hombre del Renacimiento, mostré in-
terés por casi todas las ciencias y artes (musica,
literatura, pintura). Sus logros incluyen mejoras
en el telescopio, gran variedad de observaciones
astrondmicas, la primera ley del movimiento y
un apoyo determinante para el copernicanismo.
Ha sido considerado como el «padre de la astro-
nomia moderna», el «padre de la fisica moder-
na»y el «padre de la ciencia».

(Retrato de Galileo realizado por Justus Sustermans,
1797 - 1681)



1
GALILEO GALILEI LINCEO
MATEMATICO SOPRAORDINARIO ‘
DELLO STYDIO DI PISA. i
E Filofofo, ¢ Matematico primaria del . . . P4
SERENISSIMO i En la siguiente cita, tomada de los Did-

G&}:ﬂﬁﬂgﬁiﬁi& logos, Galileo describe sus descubrimien-
s tos sobre la capacidad de los objetos de

prai due

MASSIMI SISTEMI. D] NDO l)
TOLEMAIEO, E oomm ! '

g T s ! resistirse a la fractura:

indeterminazamente fe ragioni
ants per Foma m}w!ﬁu

"Los prismas y cilindros que difieren en longi-
tud y grosor ofrecen resistencia a la fractura
IN FIORENZA, Per Gio:Baifl L MDCXKXIL ...que son directamente proporcionales a los
CON LICENZA DE SVPERJORI.
cubos de los didmetros de sus bases e inver-
samente proporcionales a sus longitudes.’

DIALOGO,

DE GALILEO GALILEI
Edicion de 1632.

Talleres de Giovanni Batista
Landini en Florencia, Italia.

Ahi, Galileo describe caracteristicas fisicas de objetos de la realidad con el len-
guaje del dlgebra. Desafortunadamente carece de una conveniente notacion alge-
braica para expresar estas ideas.

En su uso del algebra Galileo no estaba solo. Durante el Renacimiento los cien-
tificos descubrieron que el dlgebra era a menudo la forma mas conveniente que
tenian para expresar sus ideas. La sintesis que se produjo entre el dlgebray la cien-
cia, aceleré el interés por el dlgebra. Probablemente aceleré también, el progreso
de las ciencias ya que produjo nuevas relaciones abstractas entre diferentes pro-
piedades, mas transparentes y faciles de manipular. El Algebra como lenguaje sim-
bdlico estaba ganando prominencia en las matematicas. A medida que la notacién
mejoraba y se comprendia mas profundamente la manera como podia ser usada
el dlgebra, la notacién algebraica se convirtié en la forma estandar en que los ma-
tematicos expresaron sus ideas en muchas ramas de las matematicas.

Actualmente el dlgebra ha permeado tanto el lenguaje de las matematicas y las
ciencias fisicas, que es muy dificil pensar en expresar los contenidos de estas im-
portantes disciplinas sin la notacién algebraica en la cual se escriben.

(TomADO DE THE HISTORY OF MATHEMATICS, ALGEBRA, JOHN TABAK, 2004, Ep. FACTs on FiLE, NEw YORk)
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Introduccion 3

En la unidad anterior presentamos las expresiones algebraicas y una clase parti-
cular de ellas: los polinomios. Vimos, igualmente, las operaciones entre éstos, y
utilizamos la propiedad distributiva para hallar productos entre los mismos; ahora
mostraremos el proceso inverso: dado uno, buscaremos expresarlo como multi-
plicacién de dos o mas polinomios (llamados factores); una expresién asi se llama
factorizacién del polinomio.

Empezaremos por apreciar la utilidad de la factorizaciéon al permitirnos explicar
por qué se dan ciertos resultados particulares después de efectuar algunos proce-
sos aritméticos; mas adelante veremos cémo nos ayuda a simplificar expresiones
algebraicas y a resolver ecuaciones de grado mayor que las encontradas en la pri-
mera unidad.

Situacion inicial

Primera parte

Pepe: Escribe, sin dejarme ver, un numero de dos cifras, diferentes entre si.

Paco: Listo.
Pepe: Intercambia las cifras de las unidades y las decenas para formar un nuevo
namero.

Paco: Sencillo.

Pepe: Resta ahora los dos numeros.

Paco: ;En qué orden?

Pepe: El mayor menos el menor.

Paco: Un momento, restando me demoro. ;Puedo usar calculadora?

Pepe: iClaro!igual no importa.

Paco: Ya esta. ;jMe vas a adivinar el resultado o qué?

Pepe: No todo el nimero. Pero si me dices una de las cifras del resultado, enton-
ces te adivino la otra.

(109
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(Paco le dice una de las cifras y Pepe, de manera acertada, le indica la que mantie-

ne oculta).
Paco: Repitamos a ver si adivinas de nuevo.
Pepe: iVale!

(De nuevo Pepe acierta. Paco queda sorprendido al ver que Pepe le dice la cifra
correcta cuantas veces insiste en repetir el juego).

¢En qué se basa Pepe para “adivinar” la cifra que oculta Paco?
Segunda parte

Paco ha decidido “sacarse el clavo”y propone a su amigo Pepe algo mas sorpren-

dente.

Paco: Escribe en secreto un numero de tres cifras, las tres diferentes entre si y
distintas de cero; toma también la calculadora.

Pepe:: Ya.

Paco: Para no enredarnos, llama m al nimero escogido.

Pepe: Listo el bautizo.

Paco: Suma las cifras del nUmero my al resultado lldmalo r.

Pepe: Segundo bautizo realizado.

Paco: Escribe todos los nUmeros de dos cifras que se pueden formar con las cifras
del numero m.

Pepe: Un momento...ya estan. Salieron cinco numeros.

Paco: Salen seis, revisa.

Pepe: Cierto, faltaba uno.

Paco: Suma esos seis numeros y llama s a la suma obtenida.

Pepe: iVaya si esta esto largo!

Paco: Ya casi terminamos. Ahora divide s entrer.

Pepe: Menos mal tengo la calculadora a mano... jYa!

Paco: Te puedo adivinar el resultado sin que me des alguna cifra.

Pepe: No creo.

Paco: Elresultadoes...

(Pepe queda boquiabierto, pues Paco le ha dicho correctamente el resultado).
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3.1. ;Qué es factorizar?

Una aproximacion con el dlgebra a la primera parte de la situacién inicial permite
entender lo que ocurre con cualquier resultado que se obtiene cuando se siguen
las instrucciones alli dadas. Representemos con las letras x y y las cifras de las de-
cenas y de las unidades de un numero cualquiera de dos cifras, respectivamente
(¢qué valores pueden tomar las variables x y »?); el nUmero corresponde a la ex-
presion 10x + y (;por qué?). Cuando se intercambian las cifras, el nimero al cual se
llega es 10y + x. Supongamos que x es mayor que y. Entonces, al restar el nimero
mayor con el menor se obtiene:

(10x+y)—(10y +x) =10x + y — 10y —x =9x — 9y

Utilizando la propiedad distributiva, podemos escribir esto ultimo como 9(x — y).
Hemos llegado a una multiplicaciéon en donde uno de los factores es el nUmero 9y
el otro factor es un entero positivo. Concluimos que el resultado es un multiplo de
9y que por tanto, como todos los multiplos de 9, la suma de las cifras es también
un multiplo de 9. La cifra que falta la podemos obtener entonces restando 9 con
la cifra dada.

El proceso anterior muestra como se pasoé de unas sumas y restas a una multiplica-
cion. Ese es el interés de esta unidad: expresar un polinomio en forma de multipli-
cacion (factorizacion del polinomio).
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3.2. Factor comun

Comenzamos con el tipo de factorizaciones que resultan de usar la propiedad dis-
tributiva. En ab + ac encontramos que a es un factor que aparece en cada una de
los sumandos; un factor asi se llama factor comun.

ab+ac=a(b+c)

W cicvpLos |

Factorizar las expresiones algebraicas:
A 3x+3y ; B 4x+6y ; C 4x*+6x

Solucién:

A. Se puede apreciar de manera inmediata que el nimero 3 es factor co-
mun. Por tanto:
3x+3y=3x+y)

B. Aqui no se aprecia de manera inmediata un factor comun; sin embargo,
si escribimos el 4y el 6 en la forma: 2 - 2x + 2 - 3y observamos que 2 es
factor o divisor comun de 4y 6. Asi, tenemos:

4x + 6y = 2(2x + 3y)

C. Varias son las formas de extraer un factor comun de este polinomio:
4 +6x = 2(2x*+3x)
4x* + 6x = x(4x +6)

4 +6x = 2x(2x+3)
g J

El ejemplo anterior muestra un polinomio con coeficientes enteros que admite
varias factorizaciones. En adelante, por ser util en las aplicaciones, privilegiaremos
la factorizacién en donde el factor comun es aquel que tiene por coeficiente el
mayor factor comun (o maximo comun divisor) de los coeficientes de los términos
del polinomio y cuya parte literal estd formado por las variables comunes a los tér-
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minos, escritas con el menor exponente con que se encuentren. Asi, en el ejemplo
anterior, factorizaremos preferiblemente en la forma:

4x* + 6x = 2x(2x + 3)

P EepLos \

Factorizar:

A. 8y’ —12x% ; B. -6a°b +4a’b*-6a

Solucion:

A. El méximo comun divisor de 8 y 12 es 4. Las variables comunes a los
términos son X, y; el menor exponente de cada variable es 2 y 1, res-
pectivamente. El factor comun es, por tanto, 4x%y. Luego colocamos en
el paréntesis lo que corresponda para que al multiplicar se obtenga el
polinomio dado:

8x%y? — 12x%y = 4x%y(2xy - 3)

B. Podemos tomar como factor comin 2a 6 —2a. Si escogemos -2a no
olvidemos la ley de los signos para que al multiplicar se obtengan los
del polinomio dado:

-6a°b + 4a%b? - 6a = -2a(3a*b - 2ab? + 3)

. J
P EJERCICIO 1

Factorice:

1. 12x+ 30 6. ax-ay

2. 16x-30 7. 15m?n - 20mn?

3. 5%+ 10x 8. 6a°b>-12a*b?

4. 7y’>-5y 9. a’b’*c+ab’*c

5. 974-182+272

(3.
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En las factorizaciones hechas hasta ahora el factor comun ha sido un monomio.
En ocasiones la factorizacién obliga a tomar como factor comun, polinomios con
mas de un término, como se ilustra a continuacion:

P EepLos \

Factorizar:
A. 3x(x-2)-4(x-2) ; B. 2x+1)a@+b)-(x-5)a+b) ; C. ab+1)-b-1

Solucion:
A. Tomamos como factor comun el binomio (x - 2); luego:
3x(x-2)-4(x-2)=(x-2)3x-4)

B. Factorizando (a + b) y simplificando, obtenemos:
(2x+N(a@+b)-(x-5)(a+b) = (a+b)(2x+1)-(x-5))
= (@+b)(2x+1-x+5)
(@+0b)(x+6)

C. A primera vista no se aprecia factor comun, pero introduciendo en parénte-
sis los dos ultimos términos precedidos del signo menos lo conseguimos:
alb+1)-b-1=a+1)-b+1)=0b+1)(a-1)

. J
_EJERCICIO 2 2
Factorice:
1. x(x+1)+3x+1) 5 X+1+x(2+1)
2. 4y-1)-yly-1) 6. z(x-y+1)-2x-y+1)
3. xz+1)+z+1 7. X=2)y+1)-(Bx-4)(y+1)
4. min-3)-n+3 8. (2z-1)(y+4)+(2z-1)(-5y-28)
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En algunos polinomios no se encuentra factor comun (diferente de la unidad);
sin embargo, se puede llegar a él haciendo agrupacién de términos, como por
ejemplo en ac + bc + ad + bd. Observamos que no hay factor comun en todos los
términos pero si que c es factor comun en los dos primeros términos y d es factor
comun en los dos ultimos. Agrupando los dos primeros términos y los dos ultimos,
y factorizando c y d respectivamente, conseguimos el factor comun (a+b) y proce-
demos como en el caso anterior:

ac+bc+ad+bd = (ac+ bc)+ (ad+ bd)

= cla+b)+da+b)
= (a+b)(c+d
Pl EJEMPLOS ~\
Factorizar:
A X*-2x*+4x-8 ; B. X*-2x>-6x+12
Solucion:
A. X —-2x+4x-8= (X -2x?) + (4x - 8)
=x2(x-2)+4(x-2)
=(x=-2)(x*+4)
B. X =2 -6x+12=03-2x%) - (6x-12)
=x*(x-2)-6(x-2)
=(x-2)(x*-6)
\_ J
Pl EJERCICIO3 ~\
Factorice:
1. ¥-2x*+6x-12 5 a*+ax+ay+xy
2. V¥-3y°+4y-12 6. X+x2-x-1
3. 2+622-2z-12 7. 2Xy-2x2+2x-y+z-1
4. 3a*-2a°-6a+4 8 X+x+1-Xy-xy-y

1-x=-(x -1)

-b-a=-(a +0b)

s



16

UNIVERSIDAD JORGE TADEO LozANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERIA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

3.3. Diferencia o suma de potencias con exponentes
iguales

3.3.1. Binomios de la forma x" — y"

Consideremos ahora la factorizacion de binomios como x°> —y°, x*—)*, x* —)?,
x> — % Aun cuando en estos binomios no hay factor comun, tienen, sin embar-
go, una estructura parecida: son diferencias de potencias con exponentes iguales.
{Coémo factorizar esta clase de binomios? Algo que comparten estos binomios es
gue todos se pueden factorizar de tal manera que x — y es uno de los factores:
=y = (x-y)(...); x*—y* = (x — y)(...); etcétera.

x* -y x-y
_4+x3y x3+x2y+xy2+y3
X}y
Py + X2
x2y2
_x2y2 + xy3

xyt =yt

Xy +y*

0

;{Como encontrar los factores indicados con (...)? Una respuesta es: jdividiendo!
Los resultados de las divisiones son:

(0 =)) + (=)
o =y)rk-y) = XExyryity

X4 + x3y + x2y2 + xy3 _|_y4

Por tanto, se tiene:
O =y = (x—p) (¢ + Xy + Xy +xp° + )
(=) = (x—y) (& + ¥y + 0 +)Y)
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Compruebe las factorizaciones que se acaban de realizar.

En las factorizaciones anteriores jqué regularidades encuentra en la disposi-
cién de las variables y sus respectivos exponentes?

Siguiendo un patrén similar al encontrado en los ejemplos anteriores, factorice
los siguientes binomios:

6 =

X0 —y
X —y
xXr—y

3

2

Los binomios considerados anteriormente poseen la forma x” —y”; sin es 2 se tiene
una diferencia de cuadrados: x* - y*; si n es 3 una diferencia de cubos: x* - y*

Verbalice la factorizacién de una diferencia de cuadrados empleando el térmi-
no raices.

W EJEmpLOS .

Factorizar:

A x-100 C da*— —— E x-1 G. mt— —\p3
16 64

B. 9y2_2522 D. (y+7)2—(y—4)2 F. 2703—8b3 H. 1604—b4

Solucion:

A. Expresando 100 como el cuadrado de 10, tenemos una diferencia de cua-
drados; lo factorizamos como la diferencia por la suma de las raices de los
términos:

X2=100=x*-10%=(x— 10)(x + 10)

B. 9y?-25z*=(3y)?- (52)* = (3y - 52)(3y + 52)

x3-1=
x-1)x2+x+1)

7
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D. (y+72—(y—42=I[y+7)—(y—4ly+7)+ (y— 4]l
Suprimiendo los paréntesis y luego simplificando:
Y+72—(y—4P=(y+7—y+Ay+7+y—4=11Qy+3)

E X—1=X-1=x—1)+x+1)

F. 27a®>— 8b® = (3a)®> — (2b)® = (3a — 2b)(9a? + 6ab + 4b?)

x2-y?=

(x-y)x+y) 4 16

H. 16a* — b* = (2a — b)(2°a® + 2%a’b + 2ab® + b?)

18]
16a* — b* = (2a — b)(8a® + 4a’b + 2ab? + bd)

Factorice el ejemplo anterior utilizando diferencia de cuadrados (compare
con el resultado obtenido utilizando diferencia de potencia a la cuatro).
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B :jcrcicios \

Factorice:
1. a*-9 12. -0.16b%*+ 0.364°
2. 4m*-1 13. (a+4)P-(a-1y
2 2
3. X —100)/ 14. (X—7)2—(X—2)2
_ 2
4. 16-25c 15. —c®+64b°
5. -81+16d?(organice)
¢ 16. .I‘ITSCI"’—b3
6. -y’+121x°
a1 17. 0.027x*-0.008y>
7.y 25 3 3
4 5 1 18. m’>-127n
8 97736 o
1 4,49 19. a°-64b
9. 16 n"+ 4 m
10.  0.04x2-0.81y> 20. x°-243y°
11.  0.01a%-0.64b? 21, y*-7*
G J

3.3.2. Binomios de la forma x" + )"

Pasemos ahora a factorizar binomios como x° + )°, una suma de potencias con
exponentes iguales.

Compruebe la siguiente multiplicacion:
()t —xly + 202 —xp + ) =00y
La factorizacion de x° + y°:

XAy =t )t =Xy Xy -t )



120

x? + y?
no es
factorizable
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no presenta cambios en cuanto a la disposicion de los exponentes sino en los sig-
nos con respecto a la factorizacién de x° —y°.

Describa la disposicién de los signos en la factorizacion de x° + °

Factorice: x* +)* =

Compruebe la factorizacién anterior
Esta manera de factorizar sumas de potencias iguales se cumple cuando » es im-
par, como en los casos anteriores para n =5y n = 3; si n es par, no se cumple esa

forma de factorizar, como puede verificarse paran =4y n = 2.

Compruebe que (x + y)(x* — x*y + x)? —)?) es diferente de (x* + y*) y que (x + y)
(x—y)loesde (x* +)?)

X* + y? es un polinomio jno factorizable!

P cicmpios \

Factorizar:
A 64m*+n® ; B. x°+32y°

Solucion:
A, 64m’ +n’=(4m) +n’=(4m+n)((4my - (4m)(n)+n?)

=(4m+n)(16m*- 4mn + n?)

B. x*+32y°=x"+(2yy
=(x+2y) (X" =X (2y) + X* (2y) - x (2y) +2y%)
=(X+2y)(x' -2X°y + 4x’y* - 8xy’ + 16y*)




MATEMATICAS BASICAS 3.4. Trinomios

I _EJERCICIOS 2

Factorice:

1. 8y°+2 4. X +1 7. 32+

2. 125%° + 64y3 5. m+243y° 8 m+1

3. a*+343b° 6. m +n’ 9. y’+1
G y,
3.4. Trinomios

3.4.1. Trinomios de la forma x? + bx + ¢

Busquemos caracteristicas comunes en las siguientes multiplicaciones:

x+2)(x+3)=x>+3x+2x+6=x>+5x+6
(x+6)(x—4)=x*—4x+6x—-24=x"+2x-24
x=3Nx+7=x>+Tx-3x-21=x>+4x-21
x—Dx—-2)=x*-2x—9x +18=x>—-11x + 18
Podemos notar que son multiplicaciones entre binomios; en cada uno a la varia-
ble x se le suma o resta un numero entero, es decir, son de la forma (x + m)(x + n),
donde m y n son numeros enteros.

(x +m)(x +n)=x>+nx+mx+mn=x>+(m+n)x+mn

Los resultados son trinomios que tienen la forma x*> — bx + ¢, donde b y ¢ son nu-
meros enteros; entre los nimeros m, n, by ¢ se cumple:

c=m-nyb=m+n

(21
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x2 + bx+ c=
(x + m)(x + n)
siempre y cuando
c=m-nyb=m+n

UNIVERSIDAD JORGE TADEO LozANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERIA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

De modo que si se va a factorizar un trinomio como x> + 5x + 6 revertimos el proceso
preguntandonos por dos numeros que multiplicados den +6 y que sumados den
+5; esos numeros son +2 y +3. Factorizamos, entonces, como producto de binomios:

X+5x+6=(x+2)(x+3)

De igual forma, para factorizar x> + 2x — 24 buscamos dos enteros que multiplica-
dos den — 24 y que sumados den +2. Los nimeros son +6 'y —4.
Por lo tanto,

X2+ 2x-24=(x+6)(x—4)

W :ircicios |

Factorice:
1. x*+8x+15 5. Z2-2+ z(ordene primero)
2. x*-2x-15 6. zZ2+3+4z
3. y*-4y-5 7. —x*+ 5x+ 36 (factorice —1 primero)
4. y*-14y+45 8 -y+2y+35
. J

3.4.2. Trinomios de la forma ax?* + bx + ¢
Consideremos ahora factorizaciones de trinomios, como 2x* — 5x — 12.

Difiere de los anteriores en que el coeficiente de x? ya no es 1. Hay varios métodos
para factorizar esta clase de trinomios; presentaremos aqui uno de ellos.

El método que vamos a presentar consiste en reescribir apropiadamente el polino-
mio dado, agrupar términos y, por ultimo, extraer un factor comun.

llustramos el proceso factorizando el polinomio 2x? — 5x — 12.
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Ordenado ya el polinomio (en la forma estandar), multiplicamos el coefi-
ciente de x? y el término independiente: 2(-12) = —24. 3

Buscamos ahora dos nimeros que multiplicados den —24 y sumados den
-5 (el coeficiente de x). Esos nUmeros son — 8 y + 3.

Reescribimos el término en x del polinomio dado, usando los nimeros
que acabamos de encontrar: 2x* — 5x — 12 = 2x> — 8x + 3x — 12.

Agrupamos y sacamos factor comun en cada grupo:
232 —8x+3x—12=2x*—8x) + Bx—12) =2x(x — 4) + 3(x — 4)
Factorizamos el polinomio utilizando factor comun:
2x(x—4)+3(x—4)=(x—-4)2x + 3)
Reunimos lo realizado:
2x2—5x—12=2x>-8x +3x - 12

=(2x* - 8x) + (3x—12)
=2x(x—4)+3(x—4)
=(x-4)2x+3)

Compruebe que al efectuar (x — 4)(2x + 3) se obtiene 2x*> — 5x — 12

P icmpios \

Factorizar: 3x?+5xy+2y>

Solucion: 7123
Buscamos dos nimeros que multiplicados den 3(2) = 6 y sumados den 5. Los
numeros son 3y 2. Entonces, siguiendo el proceso descrito en el ejemplo an-
terior, escribimos:
3x% + 5xy + 2y? = 3x% + 3xy + 2xy + 2)?
=3x(X+y) + 2y(x +y)
= (x+y)(3x + 2y)




X2+ 2x+1=(x +1)2

x2-2x+1=(x -1)?

i)
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W :jrcicio s \

Factorice:
1. 2x* +5x-3 5. 822-7+10z
2. 3x°-x-2 6. 6y>+12+ 17y
3. 322-252-28 7. -4x*-16x-15
4. 6y°-11y+4 8. -8x*-33x-4
\_ J

3.4.3. Trinomio cuadrado perfecto
Reversamos ahora el proceso correspondiente al producto especial en el cual se
eleva un binomio al cuadrado y se obtiene un trinomio (trinomio cuadrado per-

fecto).

Factorizamos estos trinomios por medio de alguna de las formas:

a*+2ab+ b*=(a+ b)
a*—2ab + b*=(a—b)?

W Ecnpios |

Factorizar las expresiones dadas: A. x>+ 6xy+9y>  B. 9x* - 12xy + 4y?

Solucion:
A. Como el trinomio se puede escribir en la forma x*+ 2(x)(3y) + (3y)? se trata de
un trinomio cuadrado perfecto; por lo tanto, factorizamos en la forma:

X2+ 6xy + 9y = (x + 3y)?
B. Ya que 9x* - 12xy + 4y* = (3x)? - 2(3x)(2y) + (2y)? factorizamos:

9x? — 12xy + 4y* = 3x - 2y)?
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Factorice:

1. X+ 8x+ 16 5. 72 + 25 + 10z (ordene primero)
2. x> - 2xy + y? 6. -Z> + 14z - 49 (factorice -1)
3. 16y*- 56y + 49 7. =36m? - 60mn - 25n?
4. 4a*> - 12ab + 9b? 8. *-18c%+81
G J

En la factorizacion del polinomio x* — 9x observamos que el polinomio tiene a x
como factor comun, luego:
X =9 =x(x*-9)

Después de factorizar, uno de los factores, x> — 9, se puede seguir factorizando,
entonces:
X =9 =x(x>-9)=x(x—-3)(x+3)

Los factores que quedaron al final, no se pueden factorizar mas. Cuando no se pue-
de continuar factorizando, la factorizacién se ha hecho completamente.

P cicvpio \

Factorizar completamente 5mx?-15mx+10m
Solucion:

Primero extraemos factor comun:

5mx2 - 15mx + 10m =5m(x* - 3x + 2)

El primer factor no se puede factorizar mas. Con el segundo factor se continta
el proceso, luego la factorizacion completa es:

5mx®—15mx + 10m =5m(x>* - 3x+2) =5m(x - 2)(x - 1)

(125
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Para factorizar completamente un polinomio es conveniente tener en cuenta:

Ordenar el polinomio.

Identificar si hay factor comun y extraerlo.

Si el nimero de términos es dos o tres, remitirse a la factorizacion de binomios
o trinomios.

B :jrcicios \

Factorice completamente los siguientes polinomios:
1. 5abc® - 5bc 10. 9(a +4) - cX(a + 4)
2. 28a° - 63a® 11. y*+ 8y + 16 - 2522
3.3+ 3xY° 12. 30x° + 35x* - 15x°
4. 3x° + 81x2 13. 2x* - 3x3 - 9x?
5 2my> +2m+y  +1 14. 35xy* - 21xy - 14x
6. 5x* - 40xy? 15. 3bz> - 24bz + 48b
7. 4ax? - 20ax + 24a 16. a’b> - 9a*> - 4b* + 36
8. 3ax’-12a+2x*-8 17. (x*-4x +3)y* - (x> - 4x + 3)16
9. 5m®n - 45mn? 18. 8 az’ - 36az - 20a
. J

3.5. Expresiones racionales

Volvamos a la segunda parte de la situacién inicial. Sea xyz un niumero cualquiera
de tres cifras, donde las variables x, y, z representan las cifras (diferentes entre si)
de las centenas, decenas y unidades, respectivamente.

Debido al valor posicional de las variables, el nimero corresponde a la expresion:
m=100x + 10y + z.

La suma de todos los numeros de dos cifras, que resultan de las combinaciones
posibles, es:



MATEMATICAS BASICAS

3.5. Expresiones racionales

s=10x+y)+(10y+x)+(10x+z)+ (10z+x) + (10y +2) + (10z + y)

Sumamos términos semejantes: s = 22x + 22y + 22z
Lasumadelascifrasesr=x+y+z

Dividimos s por r:
s 22x + 22y + 22z

r xtytz

En el numerador factorizamos 22, que es factor comun:

2(x+y+z)

Y luego simplificamos:

s = 22x+22y+22z _ 22(xt+y+z) _

r xty+tz xty+tz

2

Esto indica que para cualquier nUmero de tres cifras, diferentes entre si, al seguir
las indicaciones mencionadas en la situacion inicial, jel resultado siempre es 22!

En esta seccidn trabajaremos con expresiones como

22x + 22y + 22z
xX+tytz

que se obtienen al dividir dos polinomios.

El cociente de dos expresiones en las cuales
tanto el numerador como el denominador son polinomios,

se llama expresion racional.

(127
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Tome dos nimeros enteros distintos y halle la diferencia de sus cuadrados; reste
los dos numeros iniciales, y finalmente halle el cociente entre los dos resultados
obtenidos. Repita el proceso anterior con otro par de nimeros diferentes.

Recoja en la siguiente tabla varios de los resultados del grupo.

(Qué relacion hay entre la ultima columna y las dos primeras?

La expresion %y de la dltima columna es otro ejemplo de una expresién ra-
cional.

x2 2

Veremos mas adelante la manera de simplificar expresiones como ésta utilizando
factorizacion.

Primer Segundo Diferencia R’esta Cociente:
namero: x numero: de cuadrados: de ndmeros: M
' ) M=x2—)? N=x—y N

Ejemplos de expresiones racionales:

24x%y°  2y+4 x4 n*—4n-5  x*+8x+16
18x°y’ > 3y+6 ° x-2 > n’=-25 ° x*-3x-28

Comencemos simplificando expresiones racionales identificando un factor comun
en el numerador y el denominador y luego los cancelamos:
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AEETCD

Simplificar las expresiones racionales dadas:

-24x37° 2y + 4 a*-a°
A. e 7.3 B. y C. ==
18x°z 3y+6 a-a
Solucion:

A. Un factor comun del numerador y el denominador es 6x?z% entonces

—24x37° _ (6X°Z°)(-4xz’)  -4xZ°

18x°2>  (6x’2%)(3) 3

También podemos llegar al anterior resultado aplicando las propiedades

de las potencias, como vimos en la seccion 2.5:

—24x°7° 24 X* 22 -4 35 s53_ 4
182 18 XX 272 3~ % T73¥
B.  Factorizamos y luego simplificamos:
2y+4  2(y+2) 2
3y+6  3(y+2) 3

a4_ a6 _ 04(],—/&2) _

< a-a a*(1-ad) a

Para simplificar una expresion racional,
factorizamos numerador y denominador,
identificamos factores comunes y luego los cancelamos.

(29
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Volvamos a la situacion planteada al inicio de esta seccién. La diferencia de los

cuadrados de los nimeros se escribe como: x> — y? la de los nUmeros: x — y, y por
2 2
X- —

ultimo, el cociente como: el

2 2

Yy
x—=y

Por consiguiente, hay que simplificar la expresion

Factorizando el numerador (diferencia de potencias iguales) y simplificando el fac-
tor comun x — y, se obtiene:

-y ety
N s

Asi, el cociente que se obtiene es la suma de los nimeros tomados.

Compruebe este resultado con los nimeros que aparecen en la tabla inicial.

W EicmpLos \

Simplificar las expresiones racionales dadas:
x -4 y+3

ot X -64
D. —— E. Vs FX =y

2 +‘] 2
Yy H X“+8x+16

y> -1 " x*-3x+28

| n’-4n-5 ; 6x*-19%x-7 4 y=2y-15
0 2_ . 2_ . 5_
n--25 4x°-28+49 y

Solucién:

p. X-4 _(=2)(x+2)

x-2 (x—2) =X+2
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4 )
E. y+3 (y+3) 1

y’-9 ~ (y+3)(y-3) y-3

F. Factorizamos el numerador como una diferencia de cubos
y luego simplificamos:
xX}-64 _ (x—4)(X’+4x+16) _
—4 = —4) =x"+4x+16

G. y+1= W/) _ 1
Y+1 (p+H) (P -y+1)  yi-y+1

H.  Factorizamos los trinomios y luego simplificamos:

X2+8x+16 __ (x+4)  (x+4)x+4) _ x+4
x*-3x-28  (x-7)(x+4) (x-7)(x+4) x-7

L n’-4n-5 _(n=5)(N+1) n+1
n*-25 (n=5)(n+5) n+5

g 6xX2=19x -7 _ (2X=7)(3x+1) _3x+1
4x* -28x+ 49 (2x-7)° 2x-7

K. Al factorizar el numerador no se obtiene directamente el mismo factor
del denominador

y’-2y-15 _(y-5)(y+3) 131
5y 5_y
Si en el denominador factorizamos —1y organizamos el binomio, podemos
simplificar:
y’=2y-15 _(y-5)(y+3) _ W+3) __(y+3)
5 - y 5 - y —_ M
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L_EJERCICIO 10

A. Simplifique:
3 2 2 _
;. X +3x 10. 2 +23y 18
X+3 y<-36
5 3a* + 6a° 11 2x>-5x -3
" 12a*+9a° T 2X*+9%x+4
4-b n?+7n-30
3. —F . nh+/n=50
b-4 12 n’+8n-20
4 2rr2)5—m;‘ 5 y’+8y+15
m<-2m ° —yz +Ty-6
4 4
5. L% » m?-81n?
y -z m?-11mn + 18n?
5 5
6. 5L ;5. d’+2a+4
Xty ' a-8
7 ac-=3ad + 2bc - 6bd 16 b?-10b + 21
* 2ac+bc-6ad -3bd © b*-11b+28
P 3a°m?-124* . 2x +3
" 9am?-27am +18a ‘' 6x’+7x-3
2o/ 2 2
9 5x°y°—-5x“y + 30x . 4m2-12m +9
10xy? - 60xy + 90x : 2m -3
B. En medicina, la expresion racional i 2": 5 Seusapara determinar la dosis
de medicamentos que se prescribe a los nifos. En esta expresién, A repre-
senta la edad del nifo y D la dosis que se aplica a un adulto. ;Cual es la
diferencia en la dosis para un nifio de 3 afos y para otro de 7 anos? Dé la
respuesta como una expresion racional simplificada en términos de D.
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3.6. EJERCICIOS FINALES DE LA UNIDAD 3
4 )

A. Represente 4x? + 12x como producto de factores, de tres maneras.

B.

Factorice (factor comun):

1.

A N

9g - 3h

123d* + 3cd® - 3cd?
6-2w-3z+wz
m?-3m?3

4x(y - 1) +5z(y-1)

v N N O

C. Factorice diferencia o suma de potencias con exponentes iguales:

. y-2 5. 8b*-1
2. X 6. x*-49
3. d’-64 7. Y+
4 y® +64x3 8 243 +x°
D. Factorice los siguientes trinomios:
1. A+c-12 5. 2h*-7h-15
2. d+7d-18 6. 12K3+2k-24
3. x*-10-3x 7. 352+ 7st+20
(ayuda: ordene primero) 8. 3x2 + 10xy + 8y?
4. -30+a+a 9.  -5a%+36ab-7b?

E. Factorice los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

1. X*+14x+49 4. y -6y +9
2. 9 -24xy+16y° 5. 472+12z+9
3. -30m’n+25m*+9n’ 6.  28a°b+49d° + 4b?

3ux + 3vx - 3uy - 3vy
12a°b% + 2a%b
6g(2-a)-5h(2-a)
Sr+3s+ 2rt + 6t

(ayuda: agrupe términos)
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1.

2.

© NS U A WwNh =

F. Factorice completamente:

2w -72

Xy — 6y + xz - 6z
-8y?+26y - 15
6y’ — 54y

Xy -3)-16(y - 3)
3z'-7°-4

3s°+ 81

5x2+ 10xy + 5y2

X2+ 2x

x*-4
3y-9

y? -6y +9
x>+7x-18

x*-3x+2

x-1
1-x

y2-9y +20

y?+2y-35

9.

10.
11.
12.
13.

14.

G. Simplifique cada expresion racional:

6.

7.

X1
4 25
x3+%

4b?*c - 7b%*-36¢ + 63
10x%>+19x - 15
y-y?

X%y —2xy +y - 3x*z + 6xz - 3z

z>-14z+ 49
72— 49

x3-1

x2 -1

y3+3y2
y>-9
a*—14a+ 45
a’*-16a+ 63
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BREVE HISTORIA DE LAS ECUACIONES

El dlgebra es familiar a la mayoria de las personas en forma de ecuaciones que
hay que resolver, bien sea en ejercicios escolares o para modelar problemas
en cualquier disciplina.

La representacion de cantidades desconocidas por medio de simbolos, la
cual es fundamental en el algebra, evolucion6 de manera bastante lenta.
Aunque los antiguos matematicos egipcios y sumerios trabajaron problemas
que involucraban cantidades desconocidas, no los expresaron en forma de
ecuaciones como lo hacemos hoy en dia. No fue sino hasta el siglo XVI cuan-
do empezaron a escribirse en la forma que nos es familiar.

Tenemos en la actualidad varios métodos para resolver ecua-
ciones, incluyendo el uso de graficas. Esto fue posible gracias al
resultado de René Descartes quien reunio la Geometria y el Al-
gebra en el sistema de coordenadas cartesianas el cual permite
gue una ecuacion sea representada de manera gréfica.

Es imposible desligar el algebra elemental de la geometria ya
que fue en la geometria de dos y tres dimensiones que las pri-
meras ecuaciones algebraicas surgieron asociadas a problemas
practicos muy especificos donde no se disponia de una siste-
matizacién que pudiera reconocerse como el algebra actual;
sin embargo, estos problemas proveen los origenes del dlgebra
como fue formulada posteriormente.

TABLETA DE ARCILLA de Babilonia.

(1800- 1600 A de C.)
Evidencia de las matematicas en Babilonia.

Pieza perteneciente a la Coleccion de la
Universidad de Yale. Las tabletas de arcilla de los babilénicos que se encuentran en

(Foto de Bill Casselman del Departamento de Matems- el Museo Britanico incluyen muchos problemas que ahora se
ticas de la Universidad de Columbia Briténica). formularian como ecuaciones cuadraticas o cubicas. Estas es-
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NUEVE CAPITULOS DEL ARTE DE LAS
MATEMATICAS (Siglo | Ade C.)

El texto chino Jiuzhang suanshu o Chu Chang
Suan Shu incluye un capitulo sobre solucién de
ecuaciones.

PAPPI

ALEXANDRINI
MATHEMA TICAE
Collcétiones.

A FEDERIGO

COMMAN D:INDO
VRBINATZE

In Latinum Conuerlz, & C-umm:nnrl}.t
Hluftratze .

Apud Franciftum de Francifvis Senenfem.
M. D. LXX XIX.

PRIMERA EDICION IMPRESA de la obra del
matematico Pappus de Alejandria.
Editada en Venecia en 1589

tan relacionadas con proyectos de
construcciéon e involucran trabajar
con areas y volumenes.

Los primeros problemas eran ex-
presados en palabras por los babi-
lonios y los egipcios y aun por los
matematicos muchos siglos des-
pués, por ejemplo "la longitud de
una sala es igual a su ancho mas 1
codo; la altura es la misma que su
longitud menos 1 codo".

Los babilonios no intentaron traba-
jar con reglas generales o métodos
para tratar con problemas de este
tipo. Se ocupaban solamente con
lo especifico de cada problema y
parece que no dominaban un algo-
ritmo general que pudiera ayudar-
les a resolver todos los problemas
del mismo tipo. Los antiguos egip-
cios también resolvieron proble-
mas practicos que ahora se expre-
sarian como ecuaciones lineales o
cuadraticas pero sin recurrir a una
notacion formal y sin reconocerlas
Ccomo ecuaciones.

El texto chino Los nueve capitulos
(siglo I a.C.) incluye un capitulo
sobre la solucién de ecuaciones
lineales simultaneas de dos a sie-

WILLIAM OUGHTRED (1574 - 1660)
Ministro anglicano nacido en Inglaterra.
Dedico su vida a las Matematicas, la
Astronomia, la Gnomdnica y es famoso
por haber inventado la Regla de cdlculo.

Fue el primero que empled el signo de
multiplicacién (X).
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PAGINA DEL LIBRO DE ARITMETICA
MERCANTIL o Behende und hiipsche
Rechenung auff allen Kauffmans-
chaff. Editado en Leipzig en 1489.
Donde el alemén Johann Widman utilizo
por primera vez los signos mas (+) y
menos ().

te incognitas; éstas podian incluir
coeficientes negativos (es el primer
uso, que se tiene registro, de los nu-
meros negativos).

El método usado se conoce hoy
en Occidente como el método de
eliminaciéon de Gauss, en honor a
Carl Friedrich Gauss quien lo utilizo
2000 anos después.

Pappus de Alejandria, siglo IV, fue
el primero que estableci6 de ma-
nera clara, que problemas algebrai-
cos con ecuaciones lineales estan
relacionados con lineas rectas o en
una dimension; con ecuaciones de
segundo grado estan relacionados
con areas o en dos dimensiones y
problemas con ecuaciones de ter-
cer grado o cubicas, con volume-
nes o en tres dimensiones.

Al-Khwarizmi, matematico arabe,
presenté en el siglo IX métodos
para resolver ecuaciones lineales y
cuadrdticas utilizando “completa-
cion y balanceo”. Solamente consi-
deré nimeros enteros positivos en
las ecuaciones y en sus soluciones;

ROBERT RECORDE (c. 1510 - 1558)
Matematico y médico inglés. Profesor en
Oxford y en Londres. Utilizo por primera
vez el signo igual (=), y desarrolld un
método para extraer la raiz de un polino-
mio algebraico.
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JOHANN HEINRICH RAHN (1622 -1676)
En 1659 inventd para la divisién el signo +,
que resulta bastante gréfico una vez que la
barra de fraccién es norma general. No tuvo
mucho éxito en su pais, Suiza, pero si en
Gran Bretafia y los Estados Unidos, aunque
no tanto en la Europa continental.



escribia todos los problemas y sus soluciones en palabras y no tenia notacién sim-

bdlica.

En el siglo XVI Gerolamo Cardano explicaba cémo resolver ecuaciones cubicas y
aun de cuarto grado. Para las ecuaciones de grado quinto o mayor, los esfuerzos
resultaron infructuosos. En 1824, Niels Henrik Abel demostré que no era posible
encontrar formulas generales para resolver ecuaciones de grado quinto o mayor.

Los simbolos que se utilizan en las ecuaciones surgieron como se muestra en la tabla.

NOMBRE

Suma

Resta

Raiz cuadrada
Igual
Multiplicacién
Constantes

Variables

Division

SiMmBOLO

ab,c

para cantidades
conocidas

X, Y,z para
cantidades
desconocidas

FECHA
1489
1525

1557
1618

1637
1659

MATEMATICO
Johann Widmann, Alemania
Christoff Rudolff, Alemania

Robert Recorde, Inglaterra
William Oughtred, Inglaterra

René Descartes, Francia
Johann Rahn, Suizo

Tomado de The Story of Mathematics, from creating the pyramids to exploring infinity. Anne Rooney, Arcturus Publishing
Limited, Londres 2008. Traducido.
Historical topics for the Mathematics classroom. National Council of Teachers of Mathematics. 1969, Washington D.C. Tra-

ducido.



MATEMATICAS BASICAS

Introduccion

Al enfrentarnos a cualquier situaciéon que involucra la matematica recogemos ini-
cialmente alguna informacién y desconocemos otra; conocer esa informacion fal-
tante es un objetivo que muchas veces se logra planteando adecuadamente una
O varias ecuaciones.

En esta unidad encontraremos ecuaciones de primer grado con una incognita,
en donde se mezclan lo aditivo y lo multiplicativo (seccién 1.4), un tipo particular
de ecuaciones llamadas proporciones y ecuaciones de segundo grado con una
incognita.

Situacion inicial

Para el aniversario de una tienda por departamentos, el administrador decide rea-
lizar una serie de descuentos.

1. Enla seccién de eléctricos la tienda ofrece un 16% de descuento en todos
los articulos y en algunos ha colocado un bono por $20 000 (que se pue-
de utilizar en el momento de pagar). En esta seccién el cliente elige una
de las dos opciones cuando el articulo tenga el bono. Al llegar a la caja el
cliente, sonriendo, le dice al cajero: «cualquiera de las dos opciones que
ofrece la tienda me hace el mismo descuento sobre el articulo que llevo,
asi es que, escoja usted». Efectivamente, el cajero asiente y realiza el des-
cuento. ;Como se explica esto?

2. En la secciéon de ropa la tienda ofrece dos modalidades de descuento: la
primera, uno del 30% sobre el precio del articulo; la segunda, dos des-
cuentos sucesivos del 15%. En esta seccion el cliente elige una de las dos
modalidades. De nuevo, el mismo cliente, al acercarse a pagar le dice al
cajero: «es tonto que pongan esas dos alternativas, ya que es obvio que
va a dar lo mismo, sin importar el precio del articulo». ;Es cierto lo que
afirma?

(141
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3. Por ultimo, en la seccién de calzado, se ofrecen dos descuentos, uno del
10% y otro del 30%, ambos atinentes al mismo articulo, pero el cliente
debe elegir el orden en el que el cajero los aplique. Asi que se acerca al
cajero y le pide: «quiero que primero me haga el descuento del 30% y
luego el del 10%», y anade: «el administrador de esta tienda piensa que
nos va a embolatar con esto de los descuentos, pero jquién no sabe que
si primero lo hacen con el del 30% estan descontando mas dinero que si
se comenzara por el del 10%7?». ;Es esto cierto?

4.1. Ecuaciones de primer grado con una incégnita
En la seccién 1.4 se hizo una introduccion a las ecuaciones en situaciones como:

Al final del mes las cintas de video que hay en la videotienda son 6543; si durante el
mes se adquirieron 1232, ;cudntas tenia la tienda al comenzar el mes?

La letra x representa el numero de cintas que tenia la tienda al comenzar el mes;
con la ecuacion aditiva x + 1232 = 6543 representamos la situacion anterior.

Para hallar el valor de la incégnita x, procedemos asi:
Sumamos en ambos lados de la ecuacién el inverso aditivo de 1232, que es —1232:
x+ 1232 +(—1232) = 6543 + (-1232)

Simplificamos y obtenemos:
x=35311

Luego, la tienda tenia 5311 cintas de video al iniciar el mes.

El planteamiento de la siguiente situacion conduce a una ecuacion multiplicativa:



MATEMATICAS BASICAS 4.1. Ecuaciones de primer grado con una incégnita

Al precio de un articulo se le descuenta la cuarta parte del precio inicial vendiéndose a
$ 3600, ;cudl era el precio inicial del articulo?

Representemos con x el precio inicial del articulo; al descontar la cuarta parte del
precio, pagaremos las tres cuartas partes del mismo. Entonces planteamos la ecua-

cion multiplicativa: %x = 3600.

Para resolverla, multiplicamos ambos lados de la ecuacion por el inverso multipli-

. 3 4
cativo de 4 ,que es 3

3 4 4
4 Tx—3600 3

Simplificamos y obtenemos el valor de la incégnita:
x =4800

Por tanto, el articulo tenia un precio inicial de $ 4800.

Las ecuaciones x + 1232 = 6543 , vy, %x = 3600 que hemos planteado son de

primer grado con una incognita.

Ahora continuemos con el estudio de ecuaciones de primer grado con una incég-
nita, donde intervienen lo aditivo y lo multiplicativo.

Volvamos a la parte 1) de la situacién inicial. Representemos con x el precio del
articulo. Como el articulo que lleva el cliente tiene un bono de $20 000, el precio
a pagar seria x — 20 000. Si la tienda le hace el 16% de descuento, el cliente debe
pagar 100% — 16% = 84% del articulo; por lo tanto, el precio a pagar es 0.84x. Nos
interesa saber para qué precio del articulo ambos descuentos son iguales. Eso nos
lleva a la ecuacién de primer grado con una incégnita: x —20 000 = 0.84x.
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Reunimos términos semejantes y simplificamos:

x—20000
x—0.84x
0.16x

= 0.84x
= 20000
= 20000

Dividimos en ambos lados de la ecuacion por 0.16 y obtenemos:

_ 20000
0.16

x=125000

El cliente seleccion6 un articulo cuyo precio era de $125 000.

Si el precio de un articulo que tiene bono es de $185 000, ;cudl descuento es
mas conveniente?

Y si es de $96 000, ;cual descuento resulta mas favorable?

Otros ejemplos de ecuaciones de primer grado con una incégnita:

A 3x—2=10 £ 2 +3 -1
X X 6
B. 7y+14=2y+9 F. 2 1 _ 5
3 y y
C. 6(z+3)—4=502—2) G X o= 4x*9
x—3 x—3
b 8.3 _ 1
5 0 2

Veamos como resolverlas.
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p__EJEMPLOS

A. Hallar la solucion de la ecuacién 3x-2=10
Sumamos el inverso aditivo de - 2, en ambos lados de la ecuacion:
3x-2+2=10+2
Simplificamos: 3x=12

Multiplicamos por el inverso multiplicativo de 3, en ambos lados de la

ecuacion:
S T
3 3

Simplificamos y tenemos la solucién de la ecuacion:

xX=4

B. Resolver la ecuacién: 7y + 14 =2y + 9

Reunimos términos semejantes y simplificamos:

7y+14 = 2y+9
7y-2y = 9-14

5 = 5
5

y = -
5

y =-1
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Podemos comprobar que y = —1 es la solucion de la ecuacién
7y +14 = 2y+9,yaque al sustituiry por —1 llegamos a una identidad.

I(~1)+14 = 2(-1)+9

Realizamos las operaciones indicadas y obtenemos:

7="1

L EJEMPLOS

C. Resolver la ecuacién: 6(z+3)-4=5(2-2)
Eliminamos los paréntesis, reunimos términos semejantes y simplificamos:
6z+18-4 = 10-5z
6z+5z = 10+4-18

1M1z = -4

Despejamos la incoégnita z (dividiendo por 11 ambos lados de la ecuacion)
y obtenemos la solucion:

., 8
D. Resolver la ecuacion: —x - — = —
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3 o N
Sumamos —— en ambos lados de la ecuacién y simplificamos:

8 3 .03 _ 1,3
5% 70 "0 - 2 0

8 4

— X = —

5

Multiplicamos por % en ambos lados de la ecuacién y simplificamos:

8 2 ,-4 . 5
5 8 5 8

\ J

Otra manera como podemos resolver las ecuaciones que involucran fracciones es
multiplicando cada término de la ecuacién por el minimo comudn maltiplo (m.c.m.)
de los denominadores. De esta manera obtenemos una ecuacion equivalente.

Una ecuacion es equivalente a otra
cuando ambas tienen la misma solucion.
Una ecuacion equivalente a otra dada
se obtiene sumando o multiplicando
por la misma expresion
en ambos lados de la ecuacion.

3

En la ecuacion anterior %x - == ,elm.cm.de 5, 10y2es 10.

1
T
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Multiplicamos cada término por 10 y simplificamos:

10(5x ~5) = 10(7)

10-$x 103 =10
16x-3 =5
16x = 5+3
=
-1

En las ecuaciones de primer grado en las cuales la incégnita aparece en el deno-
minador, es importante tener presente que el denominador no puede ser cero.
Asi, al resolver una ecuacion comprobamos que al remplazar el valor de la incog-
nita, el denominador no dé cero. En estas ecuaciones es muy util hallar el m.c.m.
entre los denominadores para eliminarlos y resolver una ecuacién equivalente
pero mas sencilla.

¥ cicvpLos \

3
+ == ——:
X

E. Resolver la ecuacion

x|m

Tenemos en cuenta que x# 0.
El m.c.m. entre x y 6 es 6x. Multiplicamos cada término por 6x y simplifica-
mos:
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é )

G. Resolver +2= R
x-3 x-3

En esta ecuacidn x no puede ser 3 ya que el denominador se anula; esto es, x = 3.

Multiplicamos cada término por x — 3, simplificamos y obtenemos:

X (x-3)+2(x-3) = X+ (y_3
x-3 Xx-3
7X+2x-6 = 4x+9
Ix-4x =9+6
5x = 15
X =3

Habiamos precisado que x no puede ser 3; de modo que la ecuacién no tiene
solucion.

\_ J

En los siguientes ejemplos verificamos si un nimero real es solucién o no de una
ecuacion.

Si queremos verificar si x = —4 es solucién de la ecuacién 4x—2 = -30 — 3x,
icémo procedemos?

Sustituimos x por — 4 en la ecuacion:
4(—4)-2=-30-3(-4)
y obtenemos:
-18=-18

Concluimos que x =—4 sies solucion de la ecuacion 4x —2 =-30 - 3x
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iy =8essolucion de la ecuaciéon 3y — 1 =257
Remplazamos y por 8 en la ecuacion, asi:
3:8-1=25
y obtenemos una proposicion falsa:
23=25
Por lo tanto, y = 8 no es solucién de la ecuacién 3y — 1 = 25.
Volvamos a la parte 2) de la situacién inicial:

La tienda ofrece en la seccién de ropas dos modalidades de descuento, una del
30% y la otra de dos descuentos sucesivos del 15%. Representemos con x el precio
del articulo, entonces 0.70x es el precio a pagar si le aplican el 30% de descuen-
to. En la segunda modalidad tenemos: 0.85x precio a pagar si le aplican el primer
descuento de 15% (paga el 85%). El sequndo descuento de 15% se aplica sobre
0.85x, es decir, la expresion: 0.85 (0.85x) es el precio a pagar utilizando la segunda
modalidad.

Para verificar si cualquiera de las dos modalidades es igual, sin importar el precio
del articulo, procedemos a igualar las dos expresiones: 0.70x = 0.85 (0.85x). Hemos
llegado de nuevo a una ecuacion de primer grado con una incognita; resolvamosla:

0.70x = 0.85(0.85x)
0.70x = 0.7225x
0.7225x—-0.70x = 0
0.0225x = 0

Si remplazamos x por cualquier nimero diferente de cero la anterior igualdad es
falsa. (No hay un numero real distinto de 0 que multiplicado por 0.0225 dé 0).
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La ecuacién 0.70x = 0.85 (0.85x) no tiene solucién.

Interpretamos esto diciendo que el cliente se equivocd; jno es cierto que cualquier
modalidad de descuento sea igual!

;Cudl de las dos modalidades es mas favorable?

Veamos otro ejemplo:
P EJEMPLO ~\

3y-5_ 6y-2
8

Resolver:

8(3y-5) = 4(6y-2)

24y -40 = 24y-8
24y -24y = -8+40
Oy = 32

Sustituyamos y en esta Ultima ecuacién, por cualquier nimero real; por ejem-

1
plO 32, —32, 0, g .

0-(32)=0 0-(-32)=0 0-(0)=0 0. —=0

En todos los casos el resultado es 0 yno 32.

Asi, la ecuacion 3y-5_ 6y8_ 2 no tiene solucion.
4
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Ahora retomemos la parte 3) de la situacion inicial:

La tienda ofrece en la seccion de calzado dos descuentos, uno del 30% y otro del
10%, y el cliente debe elegir cudl le hacen primero. De nuevo representemos con x
el precio del articulo, entonces 0.70x es el precio si le aplican el 30% de descuento
(paga el 70%); si luego le aplican el 10%, paga el 90% del precio anterior, es decir:
0.90(0.70x).

Si lo hacemos al contrario, aplicamos primero el 10% y luego el 30%; siguiendo el
mismo analisis anterior, tenemos que el precio a pagar es: 0.70(0.90x).

Veamos qué sucede si igualamos ambas expresiones, es decir, queremos estable-
cer si hay algun precio en el que dé lo mismo aplicar el descuento en diferente
orden. La ecuacion de primer grado que se obtiene, también en una variable, es:
0.90(0.70x) = 0.70(0.90x); la resolvemos y obtenemos:

0.90(0.70x) = 0.70(0.90x)
0.63x=0.63x

Si remplazamos x por cualquier niumero real la anterior igualdad es verdadera.
(Cualquier niumero real hace verdadera la igualdad).

La ecuacién 0.90(0.70x) = 0.70(0.90x) tiene infinitas soluciones.

De manera que nuevamente el cliente se equivocd; el orden en que se realicen los
descuentos no afecta el precio a pagar.

Veamos otro ejemplo:

Resolver 3(2x-4) +5=6x-7:
6x-12+5 = 6x-7
6x-6x = -7+12-5
Ox =0
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é )
Interpretemos la ecuacién anterior. Si la incégnita x se remplaza por cualquier
numero real, se satisface la igualdad.

Verifiqguemos remplazando x por 5, -2, 0, y% :
3
0-(5=0 0-(2)=0 0-(0)=0 0 ?=0
Por lo tanto, la ecuacion 3(2x-4)+5 = 6x-7 tiene infinitas soluciones.
. J
A. Resuelva las ecuaciones:
_ 7y+4 2-4y 3
1. 5x-21= . _ -2
X —-21=34 11 z 3 >
2. -8y+3= -7y 6 4 5
122 2-2=2
3. 11-2n=9-7n x x 8
5 4 6 13. 2,1 _6
4 3535 y 2 >
6m-5 _ 10-2m
Ax _ox 1 14. =
NN 81 7 54
4/5m 3\_3 15, = - =_2
6. 3(%z -—g)=3m 3 6x 4
7. 0.5(2x-0.3)=1.5 16. 5(3y-6)+(7-2y)=-12
8 0.7m-1.75=1.68 17. 3(2m-6)+9=12-5m
9. 0.1n+1.2=0.3-1.3n 18. 0.6(0.2t-1.2)=0.4(0.3 +0.4t)
3 4_5
0. S - =3 19. 7(6-3m)-5(m+2)=21
B. Verifique si los valores dados son solucion de las ecuaciones dadas:
1. y=-3;de3y+7)-11=4(y+1)
2. x=5; de MX+7 - 4=X
9 7
. J
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d )
3. m=-2de i+i:—4
m m
4. n=-5de = L
2n+10 2n+10
C. Verifique si las ecuaciones dadas son equivalentes:
1. -m=10 y -2Bm+11)=-12
_ 3x 2 _ 7
2. 30x+8=-14 'y T+T_ 10
__ 2 . > __ 4
3. 6+5y=-4y y y+3_ 3
5n 3 11
4. 20n-9=66 = - == —
g / 6 8 4
D. Indique qué parejas de ecuaciones son equivalentes:
1. 3(5x-7)-20=4(6x-9)+ 11x
a. 7x+6=x-1
X+2 3
2 x+1 =75 b. —20x-41=-36
2x+3 __ x+1
2x -1 X+2 ¢ 5x+10=3x-3
L ,

4.1.1. Problemas de aplicacion

Ahora veamos cémo se resuelven algunos problemas en los que el modelo que
se emplea para representar la situacién es una ecuacion de primer grado con una

incognita.
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PROBLEMA 1
~

La suma de tres niUmeros enteros consecutivos es 471.
;Cudles son los numeros?

Solucion
Representamos con x, x+1y x+2 los tres nimeros consecutivos.

Con la informacion que suministra el problema, planteamos la ecuacion:
X+ x+1)+(x+2)=471

Resolvemos la ecuacion:
X+x+1+x+2 = 471

3x+3 = 471
3x = 471-3

X = 4@

3

x=156

Los tres numeros consecutivos son: 156, 157 y 158

Para resolver problemas es importante tener en cuenta:

Leer el problema y asegurarse de comprender la informacion.

Seleccionar los datos conocidos y por medio de una letra representar la pre-
gunta formulada.

Con lainformacién dada plantear la ecuacién.

Resolver la ecuacion.

Interpretar la solucién y dar respuesta al problema.
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Un hombre tiene $162 000 en billetes de $5000 y $2000. Si en total tiene 48 bille- :
tes, jcuantos billetes tiene de cada denominacion? l

Solucién

Representemos con x la cantidad de billetes de $5000; si en total hay 48 billetes,
48 — x representa la cantidad de billetes de $2000.

5000x: dinero en billetes de $5000.
2000(48 — x): dinero en billetes de $2000

Sumamos el dinero en billetes de $5000 con el dinero en billetes de $2000 y ob-
tenemos el total de dinero, es decir, $162 000:

5000x + 2000(48 — x) = 162 000
Resolvemos la ecuacion:
5000x + 96 000 — 2000x = 162 000
3000x = 66 000

66 000
3000

X=22

X g
(157
Remplazamos para hallar el nimero de billetes de $2000:
48 —x =48 — 22 =26

Hay 22 billetes de $5000 y 26 billetes de $2000
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Juan tarda 10 horas en pintar una bodega y Pedro tarda 15 horas en pintar la mis-
ma drea. Se necesita que la bodega esté lista en menos de 8 horas. ;Trabajando
juntos pueden tenerla lista en el tiempo requerido?

Solucién

1
Juan tarda 10 horas en hacer el trabajo, luego en 1 hora hace: Wdel trabajo.
Pedro tarda 15 horas en hacer el trabajo, luego en 1 hora hace: 11—5del trabajo.

t: tiempo necesario para pintar la bodega, trabajando ambos simultaneamente.

17: es la parte del trabajo que realizan en una hora.

Trabajando juntos pueden hacer 11—0+ 11—5del trabajo en una hora. Por lo
tanto planteamos la ecuacion: : : :
Tt

Para resolverla multiplicamos primero por 30 t, que es el m.c.m. de los denomi-
nadores:
1

=30t - ——

1
+ 30t ﬁ t

1
30t 10

Simplificando obtenemos una ecuacion sin fracciones:
3t+2t=30
5t=30

t=6

La bodega la tienen lista en 6 horas trabajando juntos.
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1.

W cJErcicio 2 |

Resuelva los siguientes problemas:

4.1.1. Problemas de aplicacion

La suma de dos niumeros impares consecutivos es 340. ;Cuales son los dos
numeros?

La suma de tres nUmeros enteros consecutivos es 307 menos 5 veces el
menor. ;Cudles son los numeros?

El nimero de varones que hay en la orquesta es 8 mas que el doble de mu-
jeres. Si 80 varones tocan en la orquesta, jcuantas mujeres hay?

Encuentre dos niumeros tales que uno sea los tres séptimos del otro y que
la suma sea 600.

Se cuenta con 42 cajas, en las que se pueden empacar 5 o 7 raquetas en
cada una. Se han empacado un total de 250 raquetas; ;jcuantas cajas de
cada clase se utilizaron?

Un boleto de entrada al circo vale el doble para un adulto que para un nifo.
Si en total se pagaron $95 500 por la entrada de 17 personas, de las cuales
9 eran adultos, jcudl es el costo del boleto para un adulto y cual para un

nino?
. . . o]
Cinco personas recolectaron naranjas en canastas. La primera recogié 3
1 1 1 -
del total, la segunda Z la tercera 5 la cuarta 5 Y la dltima solamente 9

naranjas. ;Cuantas recogieron cada una de las cuatro primeras personas?
Después de la muerte de Diofanto, un famoso matematico griego, alguien
describié su vida con un acertijo:

«Fue un nifno un sexto de su vida. Después tuvo barba un duodécimo mas.
Un séptimo mas tarde se casd y en el quinto afio de su matrimonio nacioé
su hijo. Su hijo vivié la mitad de la vida que vivié él. Diofanto murié cuatro
anos después que su hijo». ;Cuantos afnos vivié Diofanto?

Una persona invierte $2 500 000 en acciones. Una parte del dinero la invier-
te a unatasa del 6.5%y el resto al 9%. Si el interés proveniente de esta dos
inversiones suma $191 050, ;cuanto dinero invirtié en cada tasa?

(159
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10.

11.

12.

13.

Un tanque se puede llenar en 16 horas utilizando una llave A y en 24 horas

utilizando una llave B. ;Cuanto tarda en llenarse el tanque si se utilizan las dos

llaves simultdaneamente?

Dos fotocopiadoras, A y B, pueden realizar un trabajo en 4 horas si trabajan

simultdneamente. Cuando trabaja sola, la fotocopiadora A tarda 6 horas en rea-

lizar el mismo trabajo. ;La fotocopiadora B es mas lenta o mas rapida que la A?

El costo de una carrera en taxi es de $3100 para los primeros 5000 metros, mas

$50 por cada 100 metros o fraccién adicional. Si el cobro fue de $5350, ;qué

distancia recorrio el taxi?

Se ofrecen dos planes mensuales pospago para telefonia movil.

El primero contempla cargo fijo de $5000 y por cada minuto $90. El segundo,

tarifa Unica con un costo mensual de $45 500 por consumo ilimitado.

a. ;Para qué tiempo t el valor de la factura es el mismo en los dos planes?

b. A una persona que utiliza regularmente el servicio un tiempo no mayor de
400 minutos, ;qué plan le conviene adquirir?

¢. Para un consumo de 500 minutos, jcuadl plan elegiria?
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4.2. Proporcionalidad

4.2.1. Proporcionalidad directa
Situacion

El bombero de la figura de la pagina anterior mide 1.80 metros. ;Cuanto mide la
enfermera?

Imaginemos que cierta cantidad de un articulo cuesta un determinado dinero. El
doble de esa cantidad costaria el doble de dinero; el triple de articulos, el triple de
dinero, etc. (a menos que esté presente alguna promocion).

En la vida diaria encontramos con frecuencia situaciones, como la anterior, en las
que dos variables estan relacionadas de tal manera que cuando una de ellas se
duplica la otra también lo hace; si se triplica, la otra se triplica; si se hace la mitad,
la otra hace lo mismo; en otras palabras, si una de ellas se multiplica por un nu-
mero, la otra también se multiplica por ese mismo numero. Cuando dos variables
estan relacionadas de esa manera decimos que estan relacionadas en forma direc-
tamente proporcional.

Supongamos que estan ingresando tres litros de agua cada minuto con rapidez cons-
tante a un tanque de mil litros de capacidad. El volumen de agua que va quedando
en el tanque es directamente proporcional al tiempo transcurrido (siempre que no
se supere el llenado del tanque). En la tabla siguiente se muestran algunos valores:

Tiempo (min) 0511234 (10 |12.5

Volumen de agua (litros) 1.5/3/6(9|12/30 | 37.5

Observemos en la tabla que a la multiplicacién de una cantidad cualquiera de la
primera fila por un numero, corresponde la multiplicacién en la segunda por el
mismo numero. Por ejemplo, tomemos inicialmente el tiempo 2 min. Al multipli-
car por 5 observamos que en la segunda fila el valor correspondiente también se
multiplica por 5:

(6l
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X5
|

Tiempo t (min) 05[1[2(3] 4(10|125
Volumen (V) de agua (litros) | 1.5 [3|6(9(12|3037.5

 —
X5

Esta relacién entre los nimeros correspondientes de las dos filas de la tabla, ex-
presada en términos de multiplicaciones, puede ser expresada igualmente en tér-
minos de divisiones; si dividimos los valores de la segunda fila con los correspon-
dientes de la primera:

YL =3 - =3 o 3
0.5

1.5 3 6 12 30 _,. 37.5_
1 10 > 12.5

observamos que el cociente entre los nUmeros correspondientes es el mismo.

Cada una de las divisiones anteriores se llama una razén; a la igualdad entre dos
razones, COmo:

6litros 12 litros
2minutos 4 minutos

, se llama una proporcion.

La igualdad entre dos razones es una proporcion.

Por medio de una razén comparamos por divisién dos cantidades o magnitudes.
) 6 litros . . . -
La razon —————— nos informa que cada dos minutos ingresan al recipiente 6
2 minutos
litros de agua. También se escribe esta razén en la forma 6 litros : 2 minutos y se lee:

“seis litros es a dos minutos”.

6 litros _  12litros

- = - se escribe asi mismo en la forma:
2 minutos 4 minutos

La proporcion :

6 litros : 2 minutos : : 12 litros : 4 minutos
y se lee:“seis litros es a dos minutos como doce litros es a cuatro minutos”.
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Las consideraciones anteriores conducen a otra manera de caracterizar la propor-
cionalidad directa:

Dos variables estdn relacionadas - l
de manera directamente proporcional
si el cociente entre los valores correspondientes
es constante. A ese cociente constante
se le llama constante de proporcionalidad.

En el ejemplo anterior, las variables V' y t se pueden relacionar por medio de la
ecuacion:

% = 3, o por medio de la ecuacién V = 3t; la constante de proporcionalidad es 3.

En cada uno de los siguientes casos examine si hay relacién de proporciona-
lidad directa entre las variables consideradas; de haberla, exprésela mediante
una ecuacion, indicando cual es la constante de proporcionalidad.

Y

El lado de un cuadrado y su perimetro
> El lado de un cuadrado y su area
> Distancia recorrida y tiempo cuando un objeto se mueve con
velocidad constante (163
> Numero de horas trabajadas y remuneracion recibida
> Estatura de una personay su peso
> La altura de un arbol y su sombra
> El nimero de hojas de un libro y su peso
> El nimero de habitantes de una poblacién y la cantidad de

agua que consumen
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El siguiente problema involucra proporcionalidad directa:

W cupio \

5 gramos de una sustancia cuestan $18 000. ;Cuanto cuestan 8 gramos de la

misma sustancia?

Una vez reconocemos que las variables gramos y costo son directamente pro-
porcionales, podemos utilizar cualesquiera de los siguientes procedimientos
para resolverlo:

Procedimiento 1

Averiguamos el precio de un solo gramo dividiendo 18 000 entre 5; de
manera que cada gramo vale $3600. Luego multiplicamos 8 por el precio
de cada gramo, $3600, obteniendo un total de $28 800.

Comentario: este es el procedimiento mas frecuente que empleamos. Conviene
advertir que en este proceso los 3600 que hallamos primero es la constante de
proporcionalidad; con ésta se puede calcular el costo de cualquier cantidad de
gramos de sustancia multiplicando por 3600, lo cual es lo mismo que tener la
ecuacion que relaciona las variables costo (C) y gramos (g):

C=3600g

Procedimiento 2

Como las variables son directamente proporcionales, los cocientes entre valo-
res correspondientes son los mismos. Podemos entonces escribir:
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é )
18 000 X .
B =g resolvemos luego la ecuacién para obtener:
8 - % - x =28 800

Procedimiento 3
Escribimos un esquema de “regla de tres”y procedemos asi:

Gramos (gr) Costo (9)
5 18 000
. >< .
5-x=8-18000

x= 818000 X = 28 800

\_ . y

La situacién del comienzo de esta seccidén puede resolverse teniendo en cuenta
que el tamano de las personas que aparecen en el dibujo es directamente propor-
cional a su estatura. Midiendo con una regla los tamanos de las dos personas en el
dibujo y reemplazando los valores en la proporcion:

altura real del bombero _ altura real de la enfermera
altura del bombero en el dibujo altura de la enfermera en el dibujo
1,80 _ X
altura del bombero en el dibujo altura de la enfermera en el dibujo

Despejando la x, encontramos la altura de la enfermera.

(s
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A. Resuelva las proporciones:
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1. 3:8::12:x 3 03 _2z-2

144 16

2, 24 _ 36 4. x:15::6:5
y 54

. La razon entre libras de fertilizante y metros cuadrados de un cultivo es de

6:9. ;Cuantas libras se requieren para un terreno rectangular de 10 metros
de ancho por 12 metros de largo?

. Una sefora tiene 13 tazas de harina; desea hacer galletas siguiendo una

receta que emplea 3 tazas de harina por 1 taza de liquido (que contiene
agua, azucar, sal y mantequilla). Si ella quiere gastar toda la harina, ;cuanto
liquido debe agregarle?

. En un salén hay 26 personas, de las cuales 12 son varones. Halle:

1. La razon entre la cantidad de varones y mujeres.
2. Larazén entre la cantidad de mujeres y el total de personas.

. Si 12x = 18y, encuentre las siguientes razones:

1. x:y
2. y:x
3. x:(x+y)

. Cada mes una compahia fabrica la misma cantidad de articulos. Si espera

producir 150 en el aio, jcuantos habra tenido que elaborar al finalizar el
mes de abril?

. Un automdvil viaja 360 kilémetros con 9 galones de gasolina; jcuantos ga-

lones necesita para hacer un viaje de ida y vuelta entre dos ciudades que se
encuentran a 500 kildémetros de distancia?
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( )
H. Laescala de un mapaindica que 0.5 cm representan 25 km. Dos sitios en el mapa
se encuentran a 5 cm; jcual es la distancia real entre ellos?

I. Larazon entre dos numeros es de 2:3y su suma es 115. ;Cudles son los dos nu-
meros?

J. Un bote recorre 60 km en direccién de la corriente y se regresa, navegando 40
km en contra de la corriente. El tiempo empleado en el recorrido a favor de la
corriente fue el mismo que el empleado al navegar en contra de ella. ;Cual es la
velocidad del bote en aguas tranquilas, si la velocidad de la corriente es de 20

km/h?
g J

4.2.2. Proporcionalidad inversa

Supongamos que se va a recorrer una distancia de 120 km con velocidad cons-
tante; la tabla muestra los tiempos para recorrerla, correspondientes a distintas
velocidades:

Velocidad (km/hora) 15 | 30 | 60 | 120
Tiempo (horas) 8 4 2 1

Al duplicar la variable velocidad, la variable tiempo no se duplica; por tanto, no
son directamente proporcionales. Observamos que en vez de duplicarse, el tiem-
po se reduce a la mitad. Lo que se tiene ahora es una situaciéon que involucra dos
variables en la cual al multiplicar una de las variables por un nimero (distinto de
cero), la otra variable se divide por ese mismo niumero. Decimos entonces que las
variables son inversamente proporcionales.

Multiplicando valores correspondientes de las variables:
15x8=120; 30x4=120; 60x2=120; 120x1=120

encontramos que el producto es el mismo.

(167
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Dos variables estdn relacionadas de manera
- inversamente proporcional
. 4 si el producto entre los valores correspondientes
es constante.

. EJEMPLO

Un camion tarda un dia en llevar su carga desde una finca hasta la central de
abastos y regresar. Para transportar toda la cosecha emplearia 18 dias. ;Si se
contratan 2 camiones mas, en cuantos dias se podria acarrear la cosecha?

Solucidn

Las variables nimero de camiones (c) y nimero de dias (d) son inversamente
proporcionales. Si se contratan 2 camiones mas, se tendrian en total 3 camio-
nes disponibles. Como el producto de valores correspondientes es el mismo,
planteamos la ecuacion: 1-18=3-d

Resolviendo la ecuacion tenemos:

La cosecha se podria acarrear en 6 dias

168 \_

Examine otros procedimientos para resolver el problema.
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W :icrcicios \

1. Ocho maquinas robot fabrican, de manera independiente, un lote de piezas
en diez horas. Si tres robots dejan de funcionar, jen cuanto tiempo produci-
ran los restantes el mismo lote?

2. Un maestro de obra contrata a cuatro obreros para construir un muro en
seis dias. Justo antes de que comiencen a trabajar, el ingeniero le dice que
necesita el muro en cuatro dias. ;Cudntos obreros mas debe contratar para
cumplir con la solicitud del ingeniero?

3. Unautomovil se mueve 30 km/h mas rapido que otro, en recorrer cierta dis-
tancia. Los tiempos que emplean en recorrerla son 2 y 3 horas, respectiva-
mente. ;Cual es la velocidad de cada automovil?

4. Un ganadero dispone de forraje para alimentar a 30 vacas durante 12 sema-
nas. ;Para cuantas semanas dispone de forraje si vende 6 vacas?

5. El plato mayor de una bicicleta tiene 48 dientes y el menor 16. ;Cuantas
vueltas tiene que girar el pedal (circunvoluciones que da el plato mayor)
para que la rueda trasera (plato menor) dé 12 vueltas?

4.2.3. Repartos directamente proporcionales

Algunos convenios se establecen sobre la base de repartir una cantidad en varias
partes de manera proporcional a ciertos nimeros. Supongamos, por ejemplo, que
se van repartir unas utilidades de tres millones de pesos entre dos personas, pro-
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porcionalmente a las cantidades que invirtieron de seis y nueve millones de pesos,
respectivamente.

Llamemos: x a la parte que le corresponde a la persona que invirtié seis millo-
nes; y a la parte que le corresponde a la persona que invirtié nueve millones.

X

6
de pesos ).

Entonces, , con la condicién que x + y =3 (expresando x y y en millones

\o‘k:

Despejamos y de la ultima ecuacion: y =3 —x
Remplazamos esta expresion en la primera y resolvemos:

x o 3ox
6 B 9
Ox = 6(3—x)
Ox = 18—6x
9x +6x = 18
I5x = 18
- 18 12
15

1.2 representa la constante de proporcionalidad.

Las utilidades recibidas por la persona que invirtié 6 millones son de 1.2 mi-
llones de pesos.

Remplazando este valor de x en la ecuaciony =3 — x:

y=3-12=18
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Por lo tanto, las utilidades recibidas por la persona que invirtié 9 millones son

de 1.8 millones de pesos.

Comentario: El problema se puede resolver sin necesidad de recurrir a ecuaciones

(esto no significa que no se utilice la proporcionalidad en el razonamiento).

Se suman las cantidades, en millones, invertidas: 6 + 9 = 15.

Como los 15 millones producen una utilidad de 3 millones, cada millén inver-

tido produce una utilidad de 3 + 15 = 0.2 millones.

Luego por los 6 millones de pesos se recibe una utilidad de 6- 0.2 = 1.2 millo-
nes de pesos; por los 9 millones, una utilidad de 9 0.2 = 1.8 millones de pesos.

_EJERCICIO S

1. Dos albaniles cobran $972 000 por una obra realizada conjuntamente. El
primero trabajé 96 dias y el sequndo 120 dias. ;Cuanto le corresponde a
cada uno?

2. Se dispone de $5 040 000 para la conservacién y limpieza de un bosque.
Dos brigadas, una de 12 personas y la otra de 15, se encargaron del trabajo.
La primera trabajé 10 dias y la segunda 6 dias. ;Cuanto le corresponde a
cada brigada?

3. Tres socios invierten capitales en un negocio por ochenta, sesenta y cua-
renta millones de pesos, respectivamente. Si en un ano se han obtenido
utilidades por treinta y seis millones de pesos y estas se reparten proporcio-
nalmente, ;cudl es la ganancia que le corresponde al que invirti6 menos?

~\
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d N
4. Los patrocinadores de un equipo de baloncesto ofrecen un premio de
$5 400 000 para repartir entre los 3 integrantes del equipo que marquen
mas puntos en el torneo. La reparticién se hard proporcional al nimero
de puntos marcados por cada jugador. Al finalizar la temporada Andrés,
Esteban y Jairo marcaron 240, 200 y 160 puntos. ;Cuanto dinero recibid
cada uno?
. J
4.3. Ecuaciones cuadraticas
Situacion inicial
{Cual de estos rectangulos le parece mas “bello”?
; E
Q v S
m < V]
~N o] g
o
3.0cm 3.0cm 3.0cm 3.0cm
RECTANGULO 1 RECTANGULO 2 RECTANGULO 3 RECTANGULO 4

Muchas de las obras de artistas y arquitectos incluyen figuras rectangulares. Ha
sido de su interés, desde hace mucho tiempo, construir los rectangulos mas “be-
llos”. El criterio de belleza esta asociado a la razén en que se encuentran el largo 'y

el ancho del rectangulo.

Para que entendamos la propiedad que caracteriza a los rectangulos "bellos",
llamados dureos por los antiguos griegos, calculemos primero, para cada uno
de los rectdangulos anteriores, las siguientes razones:
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RECTANGULO 1 RECTANGULO 2 RECTANGULO 3 RECTANGULO 4

base
altura

base + altura
base

Los antiguos griegos consideraron que, para que un rectangulo sea 4ureo, la base

base + altura base

la altura deben satisfacer la proporcion: =
y prop base altura

;Cual de los cuatro rectangulos se aproxima mas a un rectangulo aureo?

La pregunta que surge de lo anterior es, entonces: jcual es la razon exacta en que
se encuentran la base y la altura de un rectangulo dureo?

Supongamos que partimos de un rectangulo de base 3 cm y queremos hallar la
altura x, de modo tal que el rectangulo resulte ser dureo,

esto es, que se cumpla:

Multiplicando medios y extremos: x (3 +x)=3 -3
3x+x2=9
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La anterior es una ecuacion cuadradtica. Antes de estudiar como resolverla, la escribi-
remos en la forma general de una ecuacién cuadratica: ax*+ bx + ¢ = 0, con a # 0.
Para eso, pasamos el nueve al lado izquierdo y ordenamos: x> +3x—-9=0

En estaecuaciéon a=1; b=3; c=-9

Cuando escribimos una ecuacién cuadratica en la forma general, identificamos en
ella un término cuadrdtico (ax?), un término lineal (bx) y un término independiente
o constante (c).

Comenzaremos resolviendo ecuaciones cuadraticas en donde el término lineal es
cero.
Ejemplo de estas ecuaciones son:

x*—16=0; x>—12=0; 5x2—-35=0; 4x*—1=0; xX*+9=0

En la solucién de estas ecuaciones tenemos presentes algunos de los procesos
vistos anteriormente. Veamos como resolverlas:

¥ cicupio \

1. Resolver la ecuacion x?-16=0

Solucion
Despejamos x2, sumando 16, en ambos lados:
x*-16=0
x*=16

Esta ecuacién, traducida verbalmente, nos pregunta por un(os) niumero(s)
que elevado(s) al cuadrado dé (den) 16. Los numeros son 4 y —4.
Este resultado se obtiene sacando raiz cuadrada:
XX =16 ; x=+/16
X = *4

Los numeros reales que satisfacen la ecuacionson x, = 4 y x, = -4
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Los numeros 4y -4
son las soluciones o las raices de la ecuacion.

W cJempLos N

2. Hallar las soluciones de la ecuacién x>-12 =0

Procederemos de la misma manera que en el ejemplo anterior:

x?=12

x = £/12
X = x£v4X3
x = +2/3

La ecuacion tiene como soluciones x, = 2/3y X,= ~2/3

3. Hallar las raices de la ecuaciéon 5x>-35=0

5x2=35

x2=%=7

x:iﬁ

Las raices de la ecuacion sonx,=v7 y x,=-v7

4. Resolver la ecuacion 4x2-1=0

4x2% = 1
_ 4 /1
x=t./4
X=i%

Las soluciones de la ecuacion son: x, = % y Xx,= —%
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W ciempLo N

5. Veamos la ecuacion x2+9=0

x2+9=0
x?=-9
xX=+v-9

Esta ecuacion no tiene solucién en los nimeros reales, ya que / -9
no es un numero real

\_ J

B :ircicios \

Resolver las siguientes ecuaciones:

1. m?>-81=0 6. 3m*=-21
2. 42-25=0 7. (n-4)2-9=0
3. 490 +4=-3 8 4y+32-1=0
4. x*-5=0 9. (x-4)2%+6=0
5 9?+16=0 10. 100-8n’=16
. J

Utilizando factorizacién y la propiedad del producto igual a cero, resolveremos
algunas ecuaciones cuadraticas.

La Propiedad del producto igual a cero:
Sia-b=0 entonces a=0 6 b=0.
Si el producto de dos o mds nimeros es cero, entonces,
por lo menos uno de los niumeros es cero.
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W EiEmpLO N

6. Resolver la ecuacion x*-16=0 ,
Solucién 4 l
Factorizamos: x-4)x+4)=0

y utilizamos la propiedad del producto igual a cero:
x-4=0 6 x+4=0

x=4 6 x=-4
J

\

Asi llegamos a las mismas soluciones del ejemplo 1.

P cicvpio \

7. Resolver la ecuacion 36x>-49 =0

Solucién
36x2-49=0
6x-7)6X+7)=0
6x-7=0 6 6x+7=0
7

X=—— 0 x=-
6

6
L. . 7 7
La ecuacion tiene dos soluciones: x, = —

[ 6 6 y

\

Entre las ecuaciones que podemos resolver factorizando estan aquellas en las que
la constante es cero. Ejemplos de estas son:
177

4x* - 12x=0; 5x?=3x

8. Hallar las soluciones de la ecuacion 4x*> - 12x=0

Solucion

Factorizamos 4x:
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4x(x-3)=0
4x=0 o x-3=0
x=0 o x=3

Las soluciones de la ecuacionson x, =0 y x,=3

9. Hallar las raices de la ecuacién 5x*> = 3x. Pasamos 3x al lado izquierdo de la
ecuacion y procedemos como en el ejemplo anterior:
5x2-3x=0
x(5x-3)=0
x=0 o 5x-3=0
3

x=0 o x=?

Las raices de la ecuacionson x, =0 y x,=
.

5

L_EJERCICIO7

Resolver las siguientes ecuaciones factorizando:

1. m*-4m=0 4, 9y2—49=0
2. 32-3t=0 5 11x*-7x=0
3. n*°-81=0 6. 25n°-1=0

Factorizando trinomios podemos resolver algunas ecuaciones cuadraticas, en las
cuales a, by c son diferentes de cero. Por ejemplo:

xX*—5x-6=0; x> —10x = -25;
x*+3x+2=0; 2x* —Tx=-6
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W EcpLos |

10. Resolver la ecuacion x> - 5x-6=0
Solucion

Factorizamos el trinomio x> - 5x - 6:
x-6)x+1)=0
x-6=0 o x+1=0

x=6 o0 x=-1

Las soluciones de la ecuacionsonx, =6 y x,=-1

11. Resolver la ecuacion x>-10x=-25
Solucion

Pasamos -25 al lado izquierdo y factorizamos:

xX*-10x+25=0
(x=-5)(x-5)=0

x-5=0 ox-5=0
x=5

La ecuacion tiene una Unica solucion: x =5

12. Hallar las soluciones de la ecuacién x> + 3x+2=0
Solucién

x+2)x+1)=0
X+2=0 o x+1=0
x=-2 o x=-1

Las soluciones de la ecuaciéon son x, =-2 y x, =-1

(79
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W ciempLo N

13. Hallar las raices de la ecuacion 2x? — 7x = -6

Solucion
2x2-7x+6=0
x-2)(2x-3)=0
X=2 o0 =
2

. - 3
Las raices de la ecuacionsonx, =2 y x,= ——
- 2 y

EJERCICIO 8

Resolver las siguientes ecuaciones factorizando:
1. m*-10m+25=0 6. x>+5x-50=0
2. x> +12x=-36 7. d*-36-9d=0
3. 9t?-12t+4=0 8. 3t2-4-4t=0
4. y’+12y+35=0 9. 2t>+5t-12=0
5 t?-5t+6=0
\_ J

Si tenemos una ecuaciéon como x> — 6x — 20 = 0, al intentar factorizar el trinomio
nos damos cuenta que no hay enteros que sumados den — 6 y que multiplicados
den —20; el método de "completar el cuadrado’, ilustrado en el siguiente ejemplo,
es una alternativa a sequir:

Y cicupio \

14. Resolver la ecuacion x> -6x-20=0

Solucion

Pasamos -20 al otro lado de la igualdad:
x*—6x=20
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Conseguimos un trinomio cuadrado perfecto en el lado izquierdo si toma-
mos la mitad de 6 y la elevamos al cuadrado. El resultado, que es 9, lo suma-
mos en ambos lados de la igualdad:

x> -6x+9=20+9

Factorizamos el trinomio y obtenemos:
(x-3)2=29

Sacamos raiz cuadrada:

xX-3=%+/29

Despejamos x y obtenemos las soluciones:
X=v29+3 0 x=-v29+3

Las soluciones de la ecuacion son x=+/29 +3 y x=-/29 +3
x, =~ 8.38 X, =~ -2.38

\

~

_EJERCICIO 9

Resolver las siguientes ecuaciones completando el cuadrado:
1. x>-8+1=0 4. x*+5x+2=0

2. m*-10m+7=0 5 2y’-8y+3=0
3. n*+6n+10=0 6. 3a°+12a-4=0

\

J

A continuacién se muestra el método de completar el cuadrado con la ecuacién
3x*+ 11x + 6 = 0 y con la ecuacién general ax’ + bx + ¢ = 0 ; conseguiremos una

férmula para resolver ecuaciones cuadraticas:
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Resolver la ecuacion 3x? + 11x + 6 = 0 y la ecuacion general de segundo grado

ax*+bx+c=0

En la columna de la derecha vamos realizando pasos similares a los de la izquierda.

3x2+1lx +6=0
a=3 b=11 c=6

ax’+bx+c=0 a#0

3x24+11lx=—6 ax*> + bx = —c

. forbn-s

2, 11 112/ 11 2, b b\ _ b\

¥t (5) =(53) - W+ x+ (o) =(2)
11 |2 11> 4-3.6 b \2_ b*  dac

(x+573) 4.3 4-(3) (x+24) = 40 4a2

11 11%-4-3-6 b _
(23 =" 1.37 T 24
11 J11-4-3-6 -b , Vb’-4ac
Xty 3= 2.3 YT 247 2a
_ —11 ,J/11>-4-3-6 _ —b _ Vb*4dac
X=o 3 s X=5a T 24
v ~11£v11°-4-3-6 x_—bi\/b274ac
- 2.3 N 2a




MATEMATICAS BASICAS 4.3. Ecuaciones cuadraticas

3
Si resolvemos las operaciones, encontramos que las raicesson: x, =2 y x, = 5

La ecuacion ax? + bx+c=0
se resuelve utilizando la formula:

xz—bi\/bz—4ac
2a

P icupio \

15. Resolver la ecuacion 2x*-7x+5=0

Solucion
En esta ecuacion tenemos: a=2, b= -7, c=5

Remplazamos en la férmula para resolver ecuaciones cuadraticas:

_=(NEJ(-7)-4-2-5 T7+/49-40 7+/9 743
= = - 4 -

X 22 4 4
_7+3 _10 _5 _7-3 _ 4 _
X=""y T 472" X=" g =

Las soluciones de la ecuacién son:

5
x, =1y =5

\_ J

Volviendo a la situacion inicial de esta seccion, para hallar las dimensiones del rectangulo

aureo, tenemos que resolver la ecuacion x* + 3x — 9 = 0. (183

Utilizamos la férmula reemplazando a=1,b=3,¢c=-9:

L B3£Y/(3P-41-(9)  _ _3+/9+36
21 2

_3+./45
)
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Ya que laslongitudes se toman positivas, la solucion es:

x:=—:§%51fgi—2:1.8541

Asi, para que el rectangulo sea aureo, la altura debe tomarse de 1.8 cm, aproxima-
damente.

La razén de la base y la altura del rectangulo es entonces:

base = 3

~ ~ 1.61
altura ~ 1.854

La razon entre la base y la altura en los rectangulos daureos es aproximadamente
1.618 (numero dureo).

W :crcicio o |

A. Resolver las siguientes ecuaciones:
1. n?-49=0 49
8. 5m-7}=—
2. 37-12=0 Gm=77"= 44
, 9. 64n>-121=0
3. -5n--12=3
10. -6t* =5t
4. x*+7=0
11. 12n*-9n=>5n
5. 2a-3)*=4 ) e
6. (mM-27+1=0 o=
1 13. n?+4n+4=0
7. (3y+1)2: %
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é )
14. 16m?+24m=-9 24. x?*-3x-12=0
15. n?=2n-1 25. y?+6y-1=0
16. y>-3y-4=0 26. 16=-36x*+48x
17. x?-24=-10x 27. 3n*+4n+5=0
18. m?>-25m=-24 28. x?+2x+7=0
19. x2-5x-14=0 29. 7n*+12n=4
20. y*+12y+35=0 30. 2m*+10m=1
21. 5t2=-14t-8 31. 4n*-3n+3=0
22, d*-36+9d=0 32, 5x*=6+2x
23. 7t=t>-30 33. 4y-3y?=-2
B. Dé un ejemplo de una ecuacién de segundo grado que tenga como
soluciones x=-5y x=2
C. Dé un ejemplo de una ecuacion de segundo grado que tenga como
solucién x= -
D. Dé un ejemplo de una ecuacion de segundo grado que tenga como
soluciones x=3 y x=
G J

4.3.1. Problemas de aplicacion

Veamos ahora la solucion de problemas que conducen al planteamiento de una
ecuacion cuadratica.

PROBLEMA 1

;Cudl es el lado de un cuadrado que tiene de area 25 cm?*?

L1ss
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Solucion )
.4 , Llamemos x la longitud del lado, por tanto, el area A del cuadrado es:
A= x-x=x?=I5.
X
La anterior ecuacion la podemos escribir como x* — 25 = 0, una ecuacién de se-
gundo grado.

Resolvemos la ecuacion:

xX>-25 =
x> = 25
X = +/25

x=5 6 x=-5

Como la incégnita representa una longitud, la cual no puede ser negativa, con-
cluimos que el lado del cuadrado mide 5 cm.

\_ J

PROBLEMA 2
p__PROBLEMA 2 _ ™

Un rectangulo tiene un area de 48 m? y un perimetro de 32 m. ;Cudles son sus
dimensiones?

Solucion
y Llamemos:  x: base del rectangulo y: altura del rectangulo
X
186 | El perimetro del rectangulo es: 2x+ 2y =32
El drea del rectangulo es: A=x-y=48

Despejamos y en la ecuacion del perimetro:
2x+ 2y =32

yo 32-22% e

\_ 2 y
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4.3.1. Problemas de aplicacion

é )
Remplazamos y en el area:
A=x-y=x-(16-x) =48
Eliminamos los paréntesis, igualamos a cero y obtenemos una ecuacién cua-
dratica:
16x—x> = 48
x*-16x+48 = 0
Resolvemos la ecuacién:
x-4x-12) =0
x=4 6 x=12
Luego si x=4, entonces
y=16-x=16-4=12
Si tomamos la otra solucion x = 12, entonces
y=16-x=16-12=4
Por lo tanto, las dimensiones del rectangulo son: 4 cm de base por 12 cm de
altura, o 12 cm de base por 4 cm de altura.
\_
Resuelva los siguientes problemas:
1. Halle dos nimeros cuya suma sea 32 y su producto sea 255.
2. La suma de los cuadrados de dos niumeros naturales consecutivos es 221.
Halle los nimeros.
3. Una cajatiene 5 cm de altura; el largo de la caja mide 5 cm mas que el ancho.
Halle las dimensiones de la caja si su volumen es de 1500 cm?.
4. Calcule los tres lados de un tridngulo rectangulo si sus medidas son tres en-
teros consecutivos.

187
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5. ;Cudl es el nUmero cuyo cuadrado mas su triplo es igual a 40?

. 4 6. El largo de una caja supera al ancho en 10 cm vy la altura es 6 cm menor
que el ancho. La superficie de las paredes laterales supera a las del fondo y
la tapa en 960 cm?. ;Cudles son las longitudes de largo, ancho y alto de la
caja?

7. En un terreno de 40 m por 60 m se va a construir un edificio. Se desea que
guede una franja libre, de ancho constante, que rodee al edificio. Si el area
de la base del edificio es 1056 m?, jcual es el ancho de la franja libre?

4.4. EJERCICIOS FINALES DE LA UNIDAD 4

A. Resuelva las ecuaciones:
_ -3 5 1
1. 12-5y=7y 10. on T 37" 2
2. 8y-1=23-4y -7 6+8x
11, ==——= 0
3.2(4x-9)=16 - 3x 5
2 7 7 5
4. -3m+8=-m+9 12. - = -
m m y 3 6y 4
5. 7a-5@-2)=18
B 13.-3.7a+6.2=-73a-46
188 ; 6. 0.3x+04=1.2-1.3x
5 2X=5  4x-1 _ 5 14,3(Lm_i :5(Lm_i)
: 3 2 6 6 4 3 4
g -3d*2 5+2a_ 3 15.0.2 (0.3x— 1.4) = 0.1(2 + 0.6x)
8 6 4
2x 4x 5x 1 1
— =] — - = ——— +
) === p 2= = 16.—,—(24 —12¢) = ——(18¢ + 36)
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B. Verifique si los valores dados son solucion de las ecuaciones dadas:

1. y=5; 9—512y :‘8Z3+5

4 3 _ ia.p ]

2 =10 b=y
C. Verifique si las ecuaciones dadas son equivalentes.

1. -4x=-2; 2(x-3)+9%=-5(4-3x)+12

2. 20m=76-27m; M- __ 7+9m

3 5

D. Resuelva los siguientes problemas:

1. Antonio tenia un paquete de hojas de papel milimetrado que compartié
con sus 2 amigos. A Pedro le dio % , Y Rodrigo tomé % de las que
guedaban. Si Antonio se quedé con 30 hojas, jcuantas tenia al comienzo?

2. Al aumentar en un 15% el precio de un articulo, este queda en $5520.
{Cudl era el precio antes del aumento?

3. Lavelocidad del automovil A es 25 Km/h mayor que la del automévil B. Si
uno de ellos emplea 4 horas en recorrer la misma distancia que recorre el
otro en 3 horas, ;jcual es la velocidad de cada automovil?

4. Una maquina fabrica 200 juguetes en 8 horas. Cuando 2 maquinas de las
mismas funcionan simultdneamente, se elaboran los 200 juguetes en 3
horas. ;Cuanto tiempo emplea la segunda maquina en producir los 200
juguetes cuando se pone a funcionar sola?

G J
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— 5. Dos soluciones contienen 40% y 65% de acido sulfurico, respectivamente.
. 4 ;Qué cantidad de cada solucién se debe mezclar para obtener 240 ml de
una solucién al 45% de 4cido sulfurico?

6. Se vendieron 600 boletas para ingresar al teatro. El costo de las boletas
para mayores de 12 aios es de $6500, y para menores de 12 afos, de
$3500. Si el dinero recibido por la venta fue $2 640 000, ;cuantas boletas
para adultos y cuantas para menores se vendieron?

E. Halle el valor de la incégnita en cada proporcion:

. 7.6::42:x 4 x:12::25:20
2. x _ 8 5 12 _ 10
5 40 30 X
3. _7-y _ 4 6. _x+5 _ 3
15 ~ 5 36 4

F. Resuelva los siguientes problemas:

1. Undeportista recorre 345 km en 9 dias. A este ritmo, jqué distancia reco-
rre en 36 dias?

2. Elequipo de carga de una fabrica estima que puede montar 7 contene-

TS dores en 20 minutos. ;Cudntos contenedores puede montar en 2 ho-

o ras?

3. Unreloj se atrasa 3 minutos cada 18 horas, jcuanto tiempo se atrasara en
45 horas?

4. Enuna escuela, la razdn entre niflos y niflas es de 4 : 5. Si hay 375 nifas,

icudntos estudiantes tiene la escuela?
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r

\

5. Larazén entre dos niUmeros es de 3 : 5y su suma es 128. ;Cuales son los
dos niumeros?

6. Para obtener un color naranja se necesitan 3 galones de amarillo por cada
5 galones de rojo. Si se dispone de 25 galones de color amarillo, jcuantos
galones de pintura roja se requieren en la preparacién del color naranja,
para gastar toda la pintura amarilla?

7. Si 15y =25x, encuentre las siguientes razones:

a)x:y b)y:x Ax:(x+y)
G. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadraticas:

2 _ —_1)2 = 1
1. 36y“ =169 16. (2y-1) 29
2. x*=-6x-9 17. n*+3n+2=0
3. 27a°-36a=-12 18. 4m?=-144
4. b*>=14b-49 19. 3m=2m?-2
5. d?=21+20d 20. 2a*+5+7a=0
6. (Im-3%+4=0 21. 14m-8=3m?
7. 3a’+4a-1=0 22, (4a+5)2:%
8 (3b-51°=9 23. x*+6x=27
9. x*-36=0 24. x>-3x+6=0
10. -9m?=18m 25, 5d*+13d=6
11. 4n*=2n-5 26. -7y*+18=11
12. 4n*-64=0 27. 6¢*=10-11c
13. m?*-2=0 28. y2-7y+2=0
14. 2=3n%?-5n 29. 9+30m=-25m?
15. 8y?-12y=-7y 30. 3y’ +36=21y

J

Lot
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2. Tenga como solucién m =

H. En cada item, consiga una ecuacion de segundo grado que cumpla las con-
diciones correspondientes:

1.

Tenga como soluciones x=3 y x=-1

3

. _ 3 _ 3
3. Tenga como soluciones y=-——y y= ——

I. Resuelva los siguientes problemas:

1.

La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo mide 13 cm y un cateto mide 7
cm menos que el otro. Halle la longitud de los catetos.

. La velocidad de un bote en aguas tranquilas es de 12 km/h. El bote reco-

rre 21 km contra la corriente y 45 km con la corriente, en 6 horas en total.
(Cuadl es la velocidad de la corriente?

. Dos trenes salen del mismo punto P alas 2 p.m. El tren A viaja hacia el nor-

te 8 km/h mas rapido que el tren B, que viaja al este. A las 4 p.m. los separa
una distancia de 80 km. ;A qué velocidad viaja cada tren?

. Tres veces el cuadrado de un nimero disminuido en doce veces el nimero

es 231. ;Cudl es el nUmero?

. El marco de una pintura es de 20 cm de largo por 12 cm de alto. Si el 4rea

que ocupa la pintura es de 128 cm?, jcual es el ancho del marco?

~\
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LA LINEA RECTA
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LA LINEA RECTA

“El doble de un nimero sumado con seis da como resultado cero”. El enunciado anterior lo
representamos algebraicamente: 2x + 6 = 0; la expresién anterior es un ejemplo de una
ecuacion lineal en una variable. Tiene como Unica solucién x = —3. En la recta numérica se
observa la representacion grafica de la solucién.

Solucién

* @ * *
-4 -3 -2 -

Figura 1

A
—_
N 4

Consideremos ahora el siguiente enunciado: “la suma de dos nimeros es 3"
Muchas posibilidades hay para que eso ocurra.

Coloque en las casillas algunas parejas de nimeros que satisfagan el enunciado,
“la suma de dos niumeros es 3"

[]+[]=3 []+[]=3
[+[]=3 [1+[]=3
+0=3 L+[=3

Figura 2

En lenguaje algebraico, el enunciado “la suma de dos nimeros es 3" lo representamos
mediante la ecuacion: x + y = 3, donde las letras x, y y corresponden al primer y segundo
ndmeros, respectivamente.

La ecuacion x + y = 3 es un ejemplo de una ecuacion lineal en dos variables. Las solucio-
nes de esta ecuacion estan formadas por pares de nimeros, uno para x y uno para y, que
la satisfacen. Asi, una soluciénesx = 1,y = 2, otraes x = —5, y = 8, etc,, soluciones que
escribimos como pares ordenados: (1, 2), (—5, 8), etc.
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Escriba en la tabla 1 las soluciones encontradas en la figura 2:

X y

Tabla 1

Podemos conseguir mas soluciones a la ecuacién de la siguiente forma: escogemos un
valor cualquiera para una de las variables el cual sustituimos en la ecuacién y luego la
resolvemos para la otra variable; por ejemplo escogiendo x = 15:

15+y=3
y=3—-15= -2
Luego, (15, —12) es otra solucion.

Como en este proceso se pueden tomar infinitos valores para la variable que se escoja
inicialmente, la ecuacion tiene por tanto infinitas soluciones.

Halle cuatro soluciones diferentes a la ecuacién x + 2y = 4; coléquelas en la tabla 2:

X y

Tabla 2



MATEMATICAS BASICAS ANEXO 1 /LA LINEA RECTA

Hemos visto como obtener, algebraicamente, soluciones de una ecuacién lineal en dos
variables. Los pares ordenados de nimeros reales que son soluciones los dibujamos en el
plano cartesiano para producir la grafica cartesiana de la ecuacion.

Grafique en el plano cartesiano (figura 3) las soluciones de la ecuacién x + 2y = 4
(utilice la tabla 2):

Ul O

N

N W

-7 -6-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6 7

N

w

D

wv

N O

Figura 3
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Observamos que los puntos estan alineados, esto es, quedan en linea recta. Podemos
verificar que al graficar otras soluciones éstas también se ubican en la misma recta y que
cualquier punto de la recta corresponde a una solucién de la ecuacién. Es por eso que
decimos que la recta es la representacion grdfica de las soluciones de la ecuacion.
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!

D :-i.
]

En general se tiene:

Una ecuacion escrita en la forma: ax + by = ¢, con ay b no simul-
tdneamente cero es una ecuacién lineal en dos variables. Esta
forma se denomina forma general. La gréfica es una linea recta.

EJEMPLO

Grafique las ecuaciones:
a) 2x—3y=12

b) y—2=0
¢ x+3=0
Solucion:

a) Yaque la grafica es una recta, necesitamos por lo menos dos puntos, esto es, dos so-
luciones de la ecuacion.

Despejemos lay:

—3y=—-2x+12
-2 12
= X+ —=
- -3
; =—x—4
198 | y=-

Demos valores a x, por ejemplo 3y 6; al sustituir obtenemos:
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En la siguiente tabla mostramos las soluciones correspondientes:

X y
3 -2
6 0
Tabla 3
Grafica:
s
2
! Vv
(6,0) X
—2 — 0 2 3 4 5 6
1
3,2
2 )
3
99
Figura 4

b) Laecuaciony — 2 = 0 corresponde a la ecuacion: 0x + y = 2 (o también y = 2).

Despejando y, tenemos: y=0x+2
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Tabla de valores:

- ] , \
1 2
3 2
—1 2
-3 2
Tabla 4

Observemos que para cualquier valor de x, la y siempre es 2; la grafica resultante es
una recta horizontal (paralela al eje x).

Y4
3
(=3,2) (-1,2) (1)2) (3,2
1
X
-4 -3 -2 - 0 2 3 4
—1
Figura 5
¢) Laecuacién x + 3 = 0 corresponde a la ecuacion: x + Oy = —3 (o también x = —3).

Despejando x tenemos: x=0y—3
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Damos varios valores a y y remplazamos. Tabla de valores:

X y
-3 0
-3 1
-3 2
-3 -2
Tabla 5

Observemos que para cualquier valor de y, la x siempre es —3; la grafica resultante es
una recta vertical (paralela al eje y):

N

201

Figura 6
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r

La grafica de la ecuacién ax + by = ¢, con ay b no simultanea-
mente cero, corresponde a una recta horizontal sia = 0y a una
vertical si b = 0.

La ecuacion de una recta horizontal es de laformay = ¢
mientras que la de una recta vertical es de la forma x = c.

. J

Dos puntos Utiles para hacer la grafica de una recta son las intersecciones con los ejes
Xy Y (cuando las hay). Para encontrar la interseccién con el eje X hacemos y = 0; para
encontrar la interseccion con el eje Y hacemos x = 0.

Halle las intersecciones con los ejes de la recta cuya ecuacidénes 4x —y = —8;
trace la gréfica.

EJERCICIO 1

1)

2)

El costo C de un cuaderno es el doble que el costo E de un esfero. Escriba en la forma
general una ecuacion que relacione dichos costos.

Escriba cada ecuacidn lineal en la forma ax + by = ¢; indique los valores de g, by c:

a) x—%—13=0 ¢ 4—-7y=0 e) 3x=-—-y+4
b) x=3y d) 5=2x f) sz

Escriba dos soluciones para cada ecuacién:

a) x+y=7 o 3—-5y=0 e) —8=4x
b) mx+y=9 d) y:% f) 2X+5y:2

Dada la ecuacién x — 2y = 4, verifique cuales de las siguientes son soluciones de la
ecuacion:

a) (0,—2) o (4,0 e) (4, —4)
b) (2,0) d (4,4 f) (4,4)
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8)

Complete los pares ordenados para que sean soluciones de la ecuacién 2x + y = 5:

a) 0, ) o (1, ) e) 3 )

b) (,0) d (.1 f) (,-2)
Haga la grafica de cada ecuacién:

a) x—y=4 o x=4 e) y=3x+2
b) y=-3x d y+4=0 f) 2x+3y=6

Dé las ecuaciones de dos rectas que pasen por el punto (2, 14). ;Cuantas rectas pasan
por ese punto?

Si el punto (3,4) estd en la graficade larecta 3y = ax+ 7, halle el valor de a.

Hemos visto cdmo conseguir la gréfica de una recta a partir de la ecuacion; vamos ahora a
considerar el proceso contrario: de la grafica a la ecuacion. Tomemos la recta que pasa por
los puntos A = (1, —1) y B = (5, 7). Para encontrar la ecuacién de la recta vamos primero a
cuantificar qué tan inclinada es una recta. Para ir desde el punto A hasta el B observamos
que hay que subir 8 unidades después de moverse horizontalmente 4 unidades a la derecha:

Figura 7

(203
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La medida de la inclinacion es la pendiente de la recta, representada con la letra m, la cual
definimos como el cociente del desplazamiento vertical y el horizontal:

desplazamiento vertical 8 _ 2
desplazamiento horizontal 4 1

Esto indica que por cada unidad que se incrementa la coordenada x (cambio en x: Ax), la
coordenada y se incrementa en dos unidades (cambio en y: Ay). Asi, la funcién es creciente.

Con las coordenadas de los puntos podemos obtener la pendiente; para eso formamos el
cociente entre la diferencia de ordenadas y la diferencia de abscisas:

m_—:_:_:2

Nota: puede verificarse que este resultado no depende del par de puntos que se escojan
en la recta.

La pendiente m de la recta que pasa por los puntos
X, y,) (X, y,), conx, + x,, es:
Yo~ W cambioen y Ay

m = = - =
X, = X, cambio en x Ax

Nota: cuando la recta es vertical sucede que x, = x, y en este caso la pendiente no se de-
fine (es indefinida).

Ahora, para que un punto P = (x,¥) £ A= (1, —1), esté en la recta AB, el célculo de la pen-
diente con los puntos Ay P debe dar el mismo resultado:

— (-1
mz—y ( )=2
x —1
Despejando y, tenemos:
y+1=2x—1)=2x—2

y=2x—2—-1=2x—3

Por tanto, la ecuacién de la recta AB es:
y=2x—3
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( )

Forma punto-pendiente

La ecuacion de una recta que pasa por el punto (x;, y,)
y tiene pendiente m es:

y-y,= m(x — x,)

. J

EJEMPLO

Hallemos la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (2, 4) y (—4, 7).

Solucién:

Calculemos primero la pendiente de la recta:

La pendiente negativa, —%, indica que por cada dos unidades de incremento en la va-
riable x hay una incremento negativo o disminuciéon en la variable y. La funcién es por

tanto decreciente.
Tomemos el punto (2, 4) como el punto (x,, y,) y remplacemos en la ecuacion:

y—y, =mx—x)

1
y—4=—7(x—2)

Despejando y, llegamos a la ecuacion:

1
=——Xx+5
Y =75
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Gréfica:
Y
~
X
Figura 8
Al despejar y, en el ejemplo anterior obtuvimos: y = —%x + 5; el coeficiente de x: _71,

es la pendiente de la recta, 5 es el intercepto con el gje Y.
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( )

Forma pendiente-intercepto

La ecuacion de una recta cuya pendiente es m e intercepta al
eje Yen el punto (0, b) es:

\ y=mx+b )

RESUMEN
Formas de la ecuacién de una recta

ax+by=c Forma general (ay b no son simultdaneamente cero)

X = % Recta vertical (b = 0)

y = % Recta horizontal (a = 0)

y—y,=mx—x) Forma punto-pendiente

y=mx+b Forma pendiente-intercepto
EJERCICIO 2
1) Halle las pendientes de larampay del techo: . -----oooooo-- 2

a) b) 1.80m
-y

%

o 90 cm

210cm
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2) Determine la ecuacion de cada recta:

a) Y
4
3
2
1
X
-3 -2 - 0 1 3 4 5 6 7
—1
3
4
5
Figura 9
b) y
4
3
\
S
L
—~
\
1
\ X
208 -3 -2 - 0 2 3 4 5 6 7

w

KN

w

Figura 10
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Q) V3
1
-5 —4 -3 -2 - 0 b 3 4
1
3
4
7
Figura 11
d) v[°
1
-3 -2 - 0 2 3 4 5 €

N

w

N

wv

Figura 12

ANEXO 1 /LA LINEA RECTA
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Determine una ecuacion en forma general para la recta que pasa por el punto con la
pendiente dados.

a) (-3,5, m=-3 d (=2,-3), m=4

3 d (5,2, m=—

_ _ a
b) (2,—1), m > 3

Halle la ecuacion de la recta que satisface las condiciones dadas:

a) Pasapor (0, 5); la pendiente es % h)  X-intercepto 3; Y-intercepto 2

b) Pasapor (0, —3); m= —% i) Pasapor(52)y(5 —3)

c¢) Pasapor(—4,0); la pendiente es % j) Pasa por (3, =3)y (=2, —3)

d) Pasapor(56); m=1 k)  Pasapor (5 —2)y(—3,14)

e) Pasa por (—2,4);la pendiente es % )  Pasapor(—3,—5)y(15,4)

f) Pasapor(5 —8); m= —% m) Pasa por (4, —2) y es horizontal
g) X-intercepto —4; Y-intercepto 3 n) Pasapor(—3, —2)y es vertical

Determine el valor de x o de y para que la recta, que pasa por el par de puntos, tenga
la pendiente indicada:

a) x,—2), (—4,3), m=-2 o Gy (=3-1), m=1

b) (=1,-4), (1, y), m=3 d) (=4,2), (x -1, m:‘%
Escriba cada ecuacion en la forma pendiente-intercepto; determine los interceptos

con los ejes:

a) x+ty=9 d) 4)(24=1
b) 3x—2y=6 e XY -y
) 3x—2 ) 2 3

y+5=0 f X+ L=
o 2 ) 5 3
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Unidad 1 - Respuestas a los ejercicios finales

1. Como la cifra de las unidades es mayor o igual a 5, 37 se aproxima a 40; asi, 6537 se
redondea a 6540. Como la cifra de las decenas es menor que 5, 537 se aproxima a 500;
asi, 6537 se redondea a 6500.

2. 2,2y9
3. V,(-8,-10) V,(-8-6) V,(2-6) V,(-2-10)

4. a)-16
b) 27
c)-13
d 5
e) 46
f) =25
g) 4

5. a)-144
b)-105
c)-8
d) 101

6. a) -27
b) -16
c 16
d) -125
e) -1
f) 1

(213

7. a) 24
b) 1
c 8
d) -3
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10.

11.

12,

13.

14.

20 _ 5 . ..
a) 28 = 12,S|mpI|f|car por 4
63 _ 3 . o
b) 84 =4 simplificar por 7 y por 3
108 _ 18 _. .
c)? =177 simplificar por 2 y por 3
88 8 i o
d) 1T simplificar por 11
135 _9 . .
e) 705 = 7 simplificar por 3 y por 5
f) ;ﬂ = %,simpliﬁcar por 2, por 5y por7
4 _ 6
12~ 18

La unidad esta dividida en 8 partes, se han sombreado 3; la fraccién correspondiente

.3
es: g

Cada unidad esta dividida en 5 partes, luego el nimero es, 3 unidades y%; es decir,

2_17
35=75
% = 4X2, 7 se multiplicé por 6 para obtener 42, entonces 3 se multiplica también

por 6y se tiene x =18

%, % son fracciones equivalentes a 191 , que es la fraccionirreductible, se ampli-

fico por 8y por 11 respectivamente.

a) > porque 7 X3 >2X8

2
3
3
5

oln ™|~

b) 5 < porque 5X5<3X9
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15.

16.

17.

18.

19.

c)- 2 < 7 porque -5 X 17 <-5X16

16
45 20 _9.,4_9
d) 70 porque simplificando se obtiene: 0-7Y35 "7
e) —% <= 2 porque un nimero negativo es menor que cualquier numero positivo
ﬁ__ﬂ imoli ener -2 — _3 , _4 _ _>5
f) - 1 = —3 Porque simplificando se obtiene: M =-"7Y 63 ="7
3,333373 1,2,1,2,3 7 11
D36 87T 5 43 b 3573478
2 10 _20_ 4 2 3 _4-15__11
9 5 13 65 =13 4 35-70~"50 ~ 50
1.5__7,6__14 =3V _ =27
b) 23 g ="3%5="s e (%) =%
112 _ 20475424 79 1, 125y _25
R I (3+3)=(%)=%
. 1 7 7 21 _ .41
3 tarros azules que contienen 37 > libras de arroz, tienen: 3 X X5=5"= 107
libras de arroz.
: . 1 _5 i : 5 _25 _ 1
5 tarros rojos que contienen 14 =2 libras de arroz, tienen: 5 X 2 =2 = 64
libras de arroz.
En total se tiene: 10+ + 6--=16 (l + l) =16- libras de arroz
YTy 27 4 :
1 % = % la fraccién se compara con cada una de las fracciones dadas. s
31.3 >
20 > porque 31X 2 >20 X3
% es lafraccion que esta mas cerca de 17 Se puede proceder convirtiendo a decimal

cada fraccion y luego se comparan.

2 _ A S _ 3_ 1_
£ =0.66 0_07 >=083 =06 y =05
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Como se quiere que la suma sea la mas pequena posible, se organizan las fracciones
mas pequenas posibles.

Las Unicas sumas que se pueden organizar sin repetir nimero son:

1,3 1. 2y1, 2
>ta 3t Y513
1 2

De estas tres sumas la mas pequena es ER %

Las otras sumas dan como resultado nimeros mayores (% + % = }—1 , % + % = %)

Se procede de manera similar que en el ejercicio anterior y se tienen las siguientes
. ...3 1 4 1 2 1 2 4 . . . -
diferencias: 2 33 33 7Y T3 De estas diferencias la mas pequena

es: %—% = % (Las otras diferencias dan como resultado nimeros mayores:
4 15,2 1_5 2 4_2,

3 26 3 4 12 1 3 3

a) 32.14 e) -0.008 i) 0

b) 3.22 f) 80 j) -75
c) -0.64 g) 0.2 k) 130
d) -20.9 h) -0.0081 ) 45

a) 1234 d) 0.001

b) 0.8765 e) 0.021

c) -0.00234 f) 0.006

2 X 63 =42 kg. De los 63 kg del peso de una persona 42 kg son agua.

3
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25,

26.

27.

28.

a) % - 75% e) 032 -32%
b) % — 20% f) 0.036 >3.6%
20 0, 0,

0 2%~ 40% g) 1.5 -150%
d) 1- 100% h) 0.004 —0.4%

14 de 20 personas son mujeres, por lo tanto, 6 de las 20 personas son hombres, y se

representa: 26—0 , que en forma decimal equivale a 0.3, es decir, al 30 %.

a) Los numeros desde el 1 hasta el 30 que tienen 2 digitos son desde el 10 hasta el

30, es decir, 21 numeros, que equivalen a: g—g) =0.7 270%

b) Los nimeros desde el 1 hasta el 30 que son multiplos de 9 son 9, 18, 27, es decir, 3

ndmeros, que equivalen a: 33—0 =0.1 ~10%

¢) Los numeros primos desde el 1 hasta el 30,son:2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, es

decir, 10 nimeros, que equivalen a: % =0.3333 »33.33%

d) Los numeros divisores de 36, desde el 1 hastael 30 que son: 1,2, 3,4,6,9,12, 18,

36, es decir, 9 niUmeros, que equivalen a: 39—0 =0.3 2>30%

a) 70% de 65 es 45.5
b) 50% de9es4.5

¢) 200% de 250 es 500
d) 50% de 46 es 23

e) 25%de12es3

(217
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29. 1-=00909 2 01878 3-=02727

|

1i—o3636 %—04545

Se observa que en todas las expresiones decimales, hay un periodo de dos cifras
cuya suma es 9. La primera cifra del periodo es el nimero anterior del numerador
de la fraccion, la segunda cifra es el nimero que falta para que la suma sea 9.

% — elnumero anterior a 7 es 6, a 6 le falta 3 para que la suma dé 9.

Luego - = 06363

191 , obteniéndose % -0.8181

Se procede igual para

30. a) x- 12=48,entoncesx=%=4
b) 56 + m =100, entonces m = 100 — 56 = 44
c) -6p=28, entoncesp=—%=—%

| d) %:—13,entoncesn:(—13)><( -3)=39
218 ;

N

_ _ =3\, -
e) —?x—24, entoncesx=24 - ( 5 ) 36

31. K=C+273,entonces C=K —273; se reemplaza K por 290°: C =290 -273 =17°.

Por lo tanto, la temperatura de Marte es de 17°C.
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7
32. a) 2—3 -3¢ d) (3 3% =(3%=3%
5
b) 36 38=3" e) 3 =301
35
C) (34)5: 320 f) (34 36)2 _ (310)2= 320 =35
(32 33)3 (35)3 315
33. a) V2x-/8x=v16x>=4x
V723 72x
b = =/ 9x% =
) Vv 8x
o V¥Yxr=Yx2=x
d 367=./36=,/(6)=/6°=63=216
e) (3x3)(4x?)=12x17=12x12- x7=12x - x5
f) (643)°=64%=%64 =4
34. a) 60000=6 X10*
b) 7250000=7.25 X10°
¢) ciento cuarentay cinco billones: 145 000 000 000 000 = 1.45 X 10'
d) 0.0000345 =3.45 X107
e) veinticinco mil millones 25 000 000 000 = 2.5 X 10'° 219
35, a) 2.5 X103=2500
b) 4.07 X10%°=4 070000
¢) 4.5 X107=0.000045
d) 2.6 X10™#=0.00026

e

8 X103=0.008
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Unidad 2 - Respuestas a los ejercicios finales

> W N

X =X X+ - X+ 2= - X+ 8+ 23 - 5x% +

. 3xy
3y4
y ' -11y+25
—7x+%
3.,5 3 2>
2 Xt7 y 9z

. 3m-2n+4mn=3(-2)-2(5)+4(-2)(5)=-6-10-40 =-56
;>3_<—5>2+2(2><—5>_ﬁ 25 10 _64-25-40 _

6

3

6

-9 736 9 36
S3p2itp2y 2,3/ av.2- 9 _9_
20 +5b%+ ab— (4)+ 3+8(4)3_12+2 5 =12

i3lz_l__3£2_l_ 3
6X +3X 2X—66+36 26—180+24 3 =201

3m?*-2n*-6m-7n*+5=3(-1) Jz ~6(-1)-7(/2)+5=
-3-8+6-14+5=-14

3 2 —
6x°-y +2xy—6<3

W 3,.3

7774 7574

3 11 3 11 3
5y3—3y7+§y2+—y5——+ﬁy :—3y7+Ty5+5y3+§y2+ﬁy——

a‘b? 805b+ a’b?+=-a’b*-a®+3b° - ab’ =
3b°-ab’ + 2b4 3b3 +a'b’-8a’b - a°
-y®2°+ 9y°z + ?y °z* - 71y229+ y'-yz’=

Y10 Y825 4 %y624+ 957 - %yzzew_ yz®

1
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. 5mn- 24mn; %mn; J/3mn
7 2 2. 1 2y, _ 2
34 b 2a°b; 29 b; ab
Pyt 9xy% %Xsyz; ﬁxsyz
6m?*n’p — m?n’p; —%mznzp; -23m?n?p
—%ab - -7ab; %ab; Y2ab

2a+3b-c+5a-7c+11b-9c=7a+14b-17c

3 S ,2_ 4 2,2 _ 3 8 31 >
2m 2n+4n 3m+3n+5n— 2m 5n+12n
3 5 4 25 1
Zx—7y+€xy—12y+§x —xy——x 19y+€xy

-3a*+2b%*-ab +iab —ib2+ 13a°= 1Oaz+£b2+%ab

7 4 25
?Xz 5y +—x +—xy+2y— x2+—xy+10y3

(-3m+5n)+(8n-14m-3)-(12+9n-7m)=-10m + 4n-15
(4xy? - 13x%y - 6x) = (12x + 15xy” + 8x%y) + (4x - 11x%y) =

-14x - 11xy* - 32x%y

(%ab—%bc+%ac)+(ab—bc+ac)=lab—lbc+%ac

(%mn—%n2+%m2) (%n +gmn——m2> 2m%-mn -3n?
<7X5+%x3—%xz—%x+l) (10x+§ - gx +%x—%)=

2,3, 2 2
—3x—7x+15x 3x+2

(My-9x+2z)-(3x -2y +5z)=-12x+ 13y - 3z

7. (11a-9b+3c-5d)-(15c-4b+12a-9d)=-a-5b-12c + 4d

8. (2m?-5n*+8mn)+(-13n*-10m*+11mn) - (8m>-6n°+7mn) =

(-8m*+19mn -18n?) - (8m?-6n>+ 7mn)=-16m?+12mn - 12n°

UNIDAD 2/ RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS FINALES
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e T T T )
Ww N =~ O

—
>

—
gl

b T e )
N = O

Ve NS LA WDN =

O NS WL AWM=

3m>n®)(8 m’n) = 24m°>n®
-9a*b?)(6a’b)(ab*) = -54a’b’
3x%y7)(9x%y) = 27)(”y8

+3)(m-9)=m"-6m-27
atl)=a+a’-a-1
y-8)=y’-8y*-2y-16
2n—1)—6n2—11n+4
+11)(x-9)=x"+2x - 99
+6)(y°+2)=y*+8y*+12
2(223'+22—3):1025+1023'—1522

-2m*’-m+5)(m-1)=m*-3m>+m’+6m-5

902b 5ab?)(2a’b + 6ab?) = 18a*b* + 44a’b> - 30 a’b*
0.4a° —03a+1)(02a+5) 0.084° +1.94a°-1.3a+5

m

1

3.5, _ 43 2 7
SX= g X )(12x +4x -2)=18x"- Ix*+ 6x3+ 22 e X
3,_2 3,.4 2_7 _L
27" 5)( +5“25) AR T

(m-8Y=m?-16m + 64
(a+9y=a’ +180+81
(x -4 =x>-12x+ 48x - 64

(3m +2n) 27m*+ 54m’n + 36mn* + 8n>
(x = 7y?P = x* -14xy* + 49y*

(5x% - 2y*Y = 125x° - 150x%y* + 60x°y® - 8y '?
(m-8)(m+8)=m’-64

(3x*+2y)(3x* - 2y) = 9x®- 4y?

(a®- 7)(a +7)=a’-49

6a’ - 4b%Y = 36a° - 48a°b> + 16b°
m3+8n )(m?-8n*)=m®-64n®
x*+3)P=x"2+9x8+27x*+ 27

~ ~
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5 (3m-3ime )=
SREER NI
15. <m2+ % n2>3 =m®+2m’n?+ %m2n4+ %nG

16. (0.8a+0.5b)=0.64a>+ 0.80ab +0.25b°
17. (0.1y - 2*)(0.1y + 2°)=0.01y* - Z°
18. (y*-04)(y*+04)=y*-0.16

I. 1. 35m®=5m°=7m
2. 77a°b®=11a°b3=7a%b*®
3. 125x7y*+ 25x% = 5x°y3

4. X =4x+2 | x-2 5. m?>-18m+81|m-9
-X* + 2x X-2 -m’+ 9m m-9
- 2x+2 . -9m+81
2x -4 9m -81
-2 70
6. xX*-11x+28 |x-4 7. a*-9a-36 |a-3
-x*+ 4x x-7 -a*+3a a-6
- 7x+28 —6a-36
x - 28 6018
0 54
(223
8. n?+13n+42 |n+2 9. b? -25 |b-5
-n*- 2n n+11 —b?> +5b b+5
11n +42 5b -25
-11n -22 —5b +25

20 o
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R2
10. 8a°-16a°-4a +2|2a-3 11. % —64
-8a® +12a° 4a*-2a-5 -y2 -8y
-4a*> -4a -8y - 64
4a’ -6a 8y + 64
-10a+ 2 0
10a-15
-13
12. m* +625 | m-5
-m* + 5m? m3+5m?+25m+ 125
5m?
-5m3 +25m?
25m?
-25m?+125m
125m + 625
-125m + 625
1250
13. @ +243 |a+3
-a° - 3a* a*-3a*+9a?>-27a + 81
- 3a*
+3a* +9a®
9a°
-9a°-27a?
-27a?
27a*> +81a
224 81a +243
" -81a-243
0
63m®-27m*-8m?* _ 63m°® _27m* 8m? 4 2 8
14. 9m? T om?  9m?  9m? =7mi-3m° =g

105a°-75a°+ 45a* _ 105a® _ 75a° _ 45a*
15a° 15a¢®> 154°> 15a°

15. =7a°-5a*-3a

y+8
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J. 1. Para que la division (x* - 2x* = 2x* + kx — s) + (x>~ 2x + 1) seaexacta, k= 6y s = 3.
2. Enladivision entre (2m*+ m?+ km - s) y (2m - 3)los valores para k y s se pueden
expresar asi: k =2n -9, y s =3n, para n cualquier nimero entero.
Por ejemplo:
sin=0,entoncesk=-9y s=0
sin=2,entoncesk=-5y s=6
sin =-5,entoncesk=-19y s=-15

(225
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Unidad 3 - Respuestas a los ejercicios finales

A. Representar 4x*+ 12x como producto de factores de tres maneras:
A +12x=4x (x +3), > +12x=2x (2x +6), 4x*+12x = x (4x +12)

B. Factorizar (factor comun):
1. 9g-3h=3(3g-h)

¥ O NSO KA WN

© NS A WDNSR

12c%d* + 3cd® - 3cd® =3cd*(4c%d* + d - 1)
6-2w-3z+wz=(3-w)(2-2)
m?-3m>=m*(1-3m)

4 (y -1)+5z(y -1)=(y -1)(4x + 52)
3ux +3vx-3uy -3vy =3(u+v)(x-y)
12a’b* + 2a°b = 2a°b(6b + a)
69(2-a)-5h(2-a)=(2-a)(6g-5h)
sr+3s+2rt+6t=(r+3)(s+2t)

y-22=(y-2)(y*"+2y>+4y*+8y +16)
xX*=1=(x -1+ x>+ x+1)
a*-64=(a-4)(a’+4a+16)

Y2+ 64X =(y + 4x)(y>- 4xy + 16x7)
8b°-1=(2b-1)(4b>+2b+1)
X*-49=(x-7)(x+7)
Y=+ 1)y -y +1)

243 +x5=(3+x)(81 - 27x+ 9x2 - 3x3 + x*)

c?+c-12=(c+4)c-3)
d*+7d-18=(d -2)(d +9)
x*-10-3x=x*-3x-10=(x+2)(x - 5)
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© © NS oA

-30+a+a’=a’+a-30=(a+6)a-5)
2h*-7h-15=(2h+3)(h-5)
12k + 2k - 24 = 2(2k + 3)(3k - 4)

32+ 7st + 2t = (s + 2t)(3s + 1)
3x%+10xy + 8y> = (x +2y)(3x + 4y)
-5a°+36ab - 7b°=(5a - b)(7b - a)

E. Factorizar los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

SO LA W N =

X*+14x +49 = (x+7)

9x* - 24xy + 16y° = (3x - 4y )’

-30m?n +25m*+9n*=25m*-30m’n + 9n*= (5m?-3nY’
y’-6y+9=(y-3)

47°+12z+9=(2z+3Y)

28a°b + 49a° + 4b* = 49a° + 28a%b + 4b*= (7a° + 2bY’

F. Factorizar completamente:

W ® N O 1 &AW

11.
12.

2w?-72=2(w - 6)(w +6)

Xy -6y+xz-6z=(x-6)y+2)
-8y>+26y - 15 =(4y -3)(5-2y)

6y° - 54y = 6y (y*+3)(y*-3)
X*(y=3)=16(y =3)=(x +4)(x - 4)(y - 3)
32-22-4=(22+1)(32°-4)
3s+81=3(s+3)(s°-35+9)
5x>+10xy + 5y°=5(x + y )
ﬁ_L:<1_l)<L+l>

4 25 2 5/A2 5
(e - b

4b%*c - 7b*-36c+63 =(b+3)(b-3)(4c-7)
10x*+19x = 15=(2x + 5)(5x - 3)

UNIDAD 3/ RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS FINALES

(227



UNIVERSIDAD JORGE TADEO LozANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERIA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

13. y-y’=y(1-y)(1+y)
14. x’y-2xy+y-3x’z2+6xz-3z=(x-17(y -32)

G. Simplificar cada expresién racional:
X+2x _ x
xX*-4  x-2
3y-9 __3
y’-6y+9 y-3
3. X°+7x-18 _ x+9

X*-3x+2 x-1

N

x-1
4. S =-1
5 y’-9+20 y-4
"y’ +2y-35 y+7
6. Z=14z+49 _z-7
’ 7’-49 z+7
7 -1 X+ x+1
X2 -17T x+1

3 32 2
g Y X3 _ vy
©oy'-9 T y-3
9 a2—14a+45:a—5
" a*-16a+63 a-7

228
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Unidad 4 - Respuestas a los ejercicios finales

A. Resuelva las siguientes ecuaciones:

1.
2.

10.

12.
13.
14.
15.
16.

W 0o N & U A

y=1
y=2
_34
=1
__1
m=-3
x=05
__3
X==
a=-4
x=0
_2
n=13
La ecuacion no tiene solucion en los reales
20
y=""9
a=3
La ecuacion tiene infinitas soluciones
_18
m=37

La ecuacion no tiene solucion en los reales

(229,
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B. Verifique si los valores dados son soluciéon de las ecuaciones dadas:
9-12y -8y+5
4 3
27 -36y = -32y +20
-36y + 32y =20-27
-4y = -7

1. y =5no es solucién de

La soluciénes: y = %

y ond 3
2. La solucién de la ecuacioén b~ 2~ 10

"2 - 710

5 =-20b

La solucidnes: b= —%

C. Verifique si las ecuaciones dadas son equivalentes:

1. —4x = -2 si es equivalente a la ecuaciéon

2(x-3)+9% = -5(4-3x)+12
2x-6+9 = -20+15x+12
11x-15x =-8+6
-4x = -2

2. Laecuaciéon 20m =76 - 27m no es equivalente a

4m-11 _ _7+9m

3 5
20m-55 =-21-27m

20m =34-27m
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D. Resuelva los siguientes problemas:

1. x: Numero de hojas que contiene el paquete

%x+%<x—%x>+30:x
x =60

El paquete tenia 60 hojas de papel milimetrado

2. y: Precio del articulo antes del aumento
y +0.15y = 5520
y = 4800

El articulo costaba $4800

3. v:velocidad del automévil B
v + 25 : velocidad del automévil A
4y : distancia que recorre el auto B
3 (v + 25): distancia que recorre el auto A
4v = 3(v +25)
v =75
La velocidad del auto B es de 75 km/h y la del auto A es 100 km/h.

4. x: Tiempo que empleala maquina B en producir 200 juguetes
%: Produccion de la maquina A en Thora
%: Produccion de la maquina B en Thora
%: Produccion en Thora cuando trabajan simultdneamente
bl
-3 ag

La maquina B emplea 4 horas 48 minutos en producir 200 juguetes.

(231
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5. m: ml delaprimera solucién

240 - m: ml de acido sulfurico en la primera solucion
0.65 (240 - m): ml de acido sulfurico en la segunda solucion
0.45 X 240 : ml de acido sulfurico en la mezcla

0.4m+ 0.65(240 - m) = 0.45X 240
m =192

La primera solucién tiene 192 m/ y la segunda solucién 48 m/

6. y: boletas vendidas para mayores de 12 afos

600 - y : boletas vendidas para menores de 12 afios

6500y + 3500 (600 - y) =2 640 000
y = 180

Se vendieron 180 boletas para mayores de 12 afios y 420 para menores
de 12 anos.

E. Halle el valor de la incégnita en cada proporcién:

1. L =82 5 _950 . x=36
6 X

2. 40x=40-x=1

3. 5(7-y) =60-35-5y=60—->-5y=25-y=-5
X _25 504 =300 x =
12 =50 20x=300—-x =15

5. 12x = 300 -x=25

6. 4(x+5)=108 - 4x+20=108 — 4x =88 — x = 22
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F. Resuelva los siguientes problemas:

1.

x : distancia que recorre el deportista en 36 dias

345 _ x_
9 T~ 36
x = 1380 km

El deportista recorre 1380 km en 36 dias

y : numeros de contenedores que el equipo monta en 2 horas

7 _ Y
20 120
X = 42

El equipo monta 42 contenedores en 2 horas

m : minutos que se atrasa el reloj en 4 horas

3 __m
18 = 45
_ 15
m=-3

El reloj se atrasa 7.5 minutos en 4 horas

X : nUmero de estudiantes en la escuela

4 _ x-375
5 ~ 375
X = 675

Enla escuela hay 675 estudiantes

n: primer nUmero
128 - n : segundo numero

3 __n
5 7 128-n
n 48

Los numeros son 48 y 80

UNIDAD 4/ RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS FINALES
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6. c: galones de pintura roja

3 _ 25
5 C
c—1§5

Se necesitan 41 % galones de pintura roja

15 _ x
7. 95 =
x_3 y_> x _3
a‘y_S b‘x_3 C‘x+y_8
Resolver las siguientes ecuaciones:
1oy =+ 17. m=-2y na=-1
2. x=-3 18.  No hay soluciénenR
- 2
3. a=3 19. m=2y m=-
4. b =7 5
20. a1=-1y a2=-+=
5. di=21ydy=-1 2
6. No hay soluciénenR 2. mi=4y mz=%
24,7 4 17
7. a= 3 22, h==-7g Yy ="y
8. b1=% y bz:% 23. x1=-9y x2=3
9. x =16 24. No hay soluciénenR
10 mi=0y my=-2
=%y M 25 di=-3yd=%
11.  No hay solucionenR
26. y==%1
12. n=+4 5 2
13 m=+/2 7 asTy v ey
1 +/ ~
14, m=2y m=-3 28. y:% y,%6.70
5
15. y1=0y ya=-g 29, mz_%

4 3
16. yi=5y y2=~ 30. yi=4y y,=3

y,~0.30
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correspondientes:

1. X* = 2x - 3=0

2. 9Im’-24m+16=0
3. 4%-9=0

I . Solucién a los problemas
1. y :longitud de un cateto

y — 7 :longitud del otro cateto 13
yrly-7p =13 y7
y =12

En cada item, consiga una ecuacién de segundo grado que cumpla las condiciones

Los catetos miden12cmy 5 cm

2. Vc :velocidad de la corriente
- 21 - 45
12-Vc = b 12+Vc = 6-1
Se despeja Vc en ambas ecuaciones y se igualan
12t*- 60t + 63=0
7

_ 7 _3
t1—20t2—2

Sit1= % entonces Vc =6 km/h.
La velocidad de la corriente es 6 km/h

?

;Qué sucede con la segunda solucion t> =

N|w

3. V :velocidad del trenB — di=2V
V +8:velocidad del trenA — d2=2(V +8)=2V +16
80% = (2V)*+(2V +16)
Vi+8V -768 = 0
V =24

El tren B viaja a 24 km/h y el tren A lo hace a 32 km/h.

(235
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A
80
2(V+8)
P v B
4. x:numero
3x%—12x = 231

X =11 o x =-7
El nimeroes 11 o -7

5. x:ancho del marco

20 -2x : largo dela pintura
12 -2x : ancho de la pintura

(20-2x) (12-2x) =128
x1=14 0o x;=2

El ancho del marco sélo puede medirx=2cm



ANEXO 3

PROBLEMAS DE
RAZONAMIENTO
LOGICO
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Problemas de razonamiento légico

1. Suponga que lo han enviado por agua al rio con dos baldes sin marca alguna, con
capacidad para 7 y 3 galones, respectivamente. ;Como puede llevar exactamente 5

galones de agua a casa?

2. A continuacion se muestra una caja desdoblada:

;Cudl de las figuras muestra la caja una vez doblada?
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3. {Cuantos rectangulos hay en la figura?

4.

Suponga que tiene ocho monedas de las cuales siete son auténticas y una falsa, cuyo
peso es un poco menor que las demds. Tiene también una balanza de dos brazos que
puede utilizar solamente tres veces.

:{Como encuentra la moneda falsa en tres pesajes? ;Cdmo la encuentra en sélo dos

pesajes?

Eva le dijo a Adan: «Si me das un ddlar, tendremos la misma cantidad de dinero». Adan
le contestd: «Si tu me das un doélar, tendré el doble del dinero que te queda». ;Cuanto

dinero tiene cada uno?

Observe la siguiente secuencia de operaciones y compare las dos columnas de modo
que le permita encontrar los nimeros que van en las casillas sin necesidad de utilizar

la calculadora:

32=9 2X4=8
42=16 3X5=15
52=125 4 X6=24

812=6561 80 X 82=[_|
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922=[] 91 X 93 = 8463
[]=15625 124 X 126 = 15624

7. ;Cudl es el centésimo digito en la representacion decimal de - ?

8. Complete la siguiente tabla
1=
3+5=
7+9+11=
134+154+174+19=

Utlicie lo anterior para hallar la suma: 43 + 45 + 47 + 49 + 51 + 53 + 55, sin usar la cal-

culadora.

9. ;Cudl esel minimo nimero de reinas que se necesita colocar en un tablero de ajedrez

de4 X 4,de5 X 5,de manera que ocupen o controlen todos los cuadros del tablero?




l A3

242

UNIVERSIDAD JORGE TADEO LozANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERIA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

10.

11.

12.

13.

Escriba los resultados:
12345679 X 9=
12345679 X 18=
12345679 X 27 =

Sin utilizar la calculadora, halle el nimero que multiplicado por 12 345 679 da como
resultado 888 888 888.

Un cajon contiene 20 medias blancas y 20 negras. Si el cuarto esta oscuro y usted
mete la mano al cajén para sacar un par del mismo color, jcudl es el nUmero minimo

de medias que debe sacar para lograr su propésito?

Coloque diez monedas del mismo valor en fila. Un movimiento de un juego con estas
monedas consiste en coger una, saltar dos y ponerla sobre la tercera. Muestre cdmo
se podrian hacer cinco grupos de dos monedas cada uno, ubicados a igual distancia

uno del otro, en solo cinco movimientos.

Cada segmento representa un palito. Mueva cinco palitos solamente de modo que

queden tres cuadrados iguales.
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14. Varios soldados deben cruzar un rio profundo en un punto donde no hay puente. Los
soldados descubren a dos niflos que juegan en un pequefio bote de remos. Con ayu-
da de ellos los soldados pudieron atravezar el rio en ese bote, el cual tenia capacidad

para llevar como mucho a un soldado. ;Cémo lo lograron?

15. Dibuje la siguiente figura sin despegar el lapiz de la hoja y sin trazar dos veces la mis-

ma linea.

16. A continuacion aparece una lista de igualdades.

3-32
2
6(3)
3+6 = —
2
4
3+6+9 = ?

Sin utilizar la calculadora,

icudleselresultadodesumar:3 + 6+ 9 + 12 + 15 + 18 + 21 + 24 + 277

(243
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17. Coloque los digitos 1, 2, 3,4, 5,6, 7 y 8 en cada cuadro de modo que los cuadros que

compartan esquina no contengan digitos sucesivos.

18. Por medio de tres rectas, divida el reloj en tres secciones tales que la suma de los nu-

meros en cada regién sea la misma.

244

19. Escoja un digito diferente de 0; multipliquelo por 273; luego multiplique el resultado
por 407. Realice el ejercicio con digitos diferentes, observe el resultado en cada caso

y explique la razén de estos resultados.
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20. ;Cuantos tridngulos hay en la siguiente figura? Encuentre una manera de contarlos

sin olvidar alguno.

21. Complete el cuadrado magico siguiente de tal manera que cada nimero desde el 1
hastael 16 (1,2,3,4, ...... 15, 16), se use sélo una vez y la suma de cada renglén,

columnay diagonal sea 34.

15

11 10

16

22. Considere la fecha de su nacimiento y organicela en un solo nimero; por ejemplo: 17

(245

de febrero de 1785, el numero seria 17 021 785. Reordene, en la forma que quiera, las
cifras y forme un nuevo nimero; por ejemplo: 87 015 027. Reste los dos numeros, el
menor del mayor, 87 015 027 - 17 021 785, sume las cifras del resultado que obtiene
de la resta. Repita el proceso con otras fechas de nacimiento. ;Puede concluir algo

respecto a los resultados obtenidos de la diferencia?
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Prueba de conocimiento
Preguntas de seleccion multiple con tnica respuesta

3-(6—10)

1. Al efectuar las operaciones en la expresion —4° + 5 - (25 - (—5)), se
obtiene: |
A —27 y
B. —17
C. 15
D. 17
2. (L - i) + (1L + L) es igual a:
5 3 2 4
_4 (249
A. 105 R
4
B. 15
15
C. >
4
D. 3
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3. Alsimplificar % —6 28 )+( -7

= 154 ) se obtiene:

21 15 3
A, —%

B. %

C. —%

D. %

4. Alsimplificar =4 - (7 —15) — 16 = (=3 +7) — 6 + 5- (—2), se obtiene:

A. 54
B. 12
_8
C 3
D. —24

5. Alsimplificar4 +7-(—=2)—32+6 — 15+ 5+ 11, se obtiene:

A 3

B. —-17
C -5
D. 13

250/ 6. Maria recibe el 12% del dinero de las ventas que realiza. ;Cuanto tendra que vender

para ganar $4800?

A. $44800
B. $40000
C. $57700
D. $576
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10.

Si se obtiene 1 al simplificar la expresion: (a*b% ~4(a®b)(a*b'"), entonces, x =:

A O

B. 2
cC -2
D. 3

1 1
Al simplificar la expresion: (20)7 (8a)7, se obtiene:

A. 8a®
B. 4a
C. 8a
D. 16a?

"Tres veces un numero sumado con el doble de la resta de cinco veces el nimero y

trece!" Si x representa el nimero, la expresion anterior corresponde a:

A 3x+2-5x—13

B. 3x+2(5x—13)

C. 3x+(5x—13)

D. 3x+2(13 —5x)

Juan tiene 5 sombreros menos que Maria y Clarisa 3 veces el nUmero de sombreros

de Juan. Si Maria tiene n sombreros, jcual de las siguientes expresiones representa el

numero de sombreros que tiene Clarisa?

5—3n
B. 3(n—15)
C. 3n-5
D. 3n

251
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11.

12.

13.

14.

Al simplificar 2(4(a — b) + 3a) + (3b — 2(4a + b)), se obtiene:
A. 19a —3b

B. 6a—7b
C. 22a—9%
D. 16a—7b

Al restar (7x* — 5x — 3) de (4x*> + 2x — 8), se obtiene:
A. 3x*—7x+5

B. —3x*—3x—11

C 11x*—3x—11
D.

—3x*+7x—5
La expresién algebraica ix +iy - ix—iy,equivaleaz
3 5 3 5
5 1
A —x+—
3 57
B. x—y
C y—x
1 1
_ x4+ —
D w5y
2 3 5 5 2 1 .
|=a+—=b—-——=|-(2a—-=b+— :
Al restar 3 a 5 6 ) ( 3 a z 7 )58 obtiene
19 13
A — —b-—
70 12
19 13
B. — —b+—=
R T R P
C a_ 19 13
10 12
D a+—19b 13
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15. Delasumade 3x* + 5x — 3 con 4x*> — 3x + 6, se resta 2x*> — 4x + 8. El polinomio que

se obtiene es:

A 9 —2x+ 11
B. —5x*—6x+5
C -9+ 2x+ 11

D. 5x*+6x—5

16. El desarrollo del producto (4m + 2n)(4m — 2n) es:
A. 16m? + 8mn — 4n?
B. 4m?+ 2n?
C. 4m?—16mn + 2n?
D.

16m? — 4n?

17. Alrealizar el producto(i + L)X - L) el resultado es:
3 5 3 5
2 2
X y
+
A 9 25
2 2
B X - 2 Xy — Y
9 15 25
c X _ ¥
9 25
b, X YV
3 > (253

18. El desarrollo de (2a® + 5b)? es:
A. 2a*+ 5b°
B. 2a*+ 10a°b + 5b?
C. 4a*+ 20a* + 25b?
D. 4a*— 10a%b + 25b
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19. Del resultado obtenido al efectuar (x — 3)(x> + 4x + 12), es falso que:
A. tiene 4 términos
B. el coeficiente de x® es 1
C. elgradoes3
D.

el coeficiente de x? es 1

20. Simplificando la expresién (2x + 4)(x — 3) — (x + 1)(x + 2) se llega a:
A x*—14
B. x¥*—5x—14
C 2X+x—2
D.

—x*+5x+2

21. De ladivision (x> + 2x2 + 2x + 1) = (x + 2), senale el enunciado que es falso:
A. elcocientees x* + 2
B. elresiduoes4
C. elgrado del dividendo es 3
D.

el coeficiente de x en el cociente es 0

254 22. Alsimplificar (@ — 2b)? — (a + 2b)(a — 2b), se obtiene:

A. 8b’—4ab
B. —8b?
C. 4a*—8b*
D.

2a’> — 4ab + 8b?
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23. Six = 2, elvalor numérico de Xt 4
5x — 4

A 2

B. 3

C -1

11

D. 9

24. Laexpresion 4a*— 81b* factorizada equivale a:

25.

26.

A. (2a —9b%)(2a — 9b?)

B. (4a —81b%(a + 1)

C. (2a —9b)(2a + 9b?)

D. (2a*>—27b%)(2 + 3b?)

Al factorizar la expresién %03 — %abz, se obtiene:

A. 2a(ia — ib)(ia + ib)
3 5 3 5

B. 2d* (ia - Lb)(ia - Lb)
3 5 3 5

C Za(ia — Lb)(a + b)

9 25

2 1V, 2
D. a(?a : b)( 3 a c b)

Una factorizacién de 27x® + 8y3 es:
A. (3x + 2y)(9x% + 12xy + 4y?)

B. (9x2 + 4y)(3x + 2y)

C. (27x + 8y)(x* — 2xy + y?)

D. (3x + 2y)(9x* — 6xy + 4y?)

ANEXO 4/ PRUEBA DE CONOCIMIENTO

(255
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27.

28.

29.

30.

Una factorizacion de la expresiéon 12x3 — 36x*> — 120x, es:
A 12+ 2)(x —5)

B. 12x(x+ 2)(x — 5)

C. 2x(x+6)x—10)

D. 2x(x— 2)(x + 5)

Al factorizar completamente la expresion 8a® + 2ab — 15b? se obtiene:
A. (4a — 5b)(2a — 3b)
B. (4a — 5b)(2a + 3b)
C. (4a + 5b)(2a — 3b)
D. (4a+ 5b)(2a + 3b)

La factorizacién completa de 4x* — 16x® — 84x? es:
A. 4Cx—3)x+7)

B. x?(4x —21)(x + 4)

C. 4(x—T)Kx+21)

D. 2x*(x+3)x—7)

ac — 3ad + 2bc — 6bd

Al simplificar , se obtiene:
2ac + bc — 6ad — 3bd
¢+ 3d
A 12a + b
—2b
B —--9—<%
2a—b
a-+2b
c c—3d
D. a-+2b

2a + b
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3 2
31. Alsimplificar 18m” = 3m” = 6m_ <e optiene:

4m* —1

3m(2m —1)(3m — 2)
A 2m +1

(2m +1)°(3m - 2)
B. 2m —1

(3m —2)
¢ 2m +1

3m(3m — 2)
D. 2m —1

2x% — 7xy + 6y2

32. Elresultado de simplificar . >
x°+5xy — 14y

es:

(2x - 3y)(x - 2y)
x+7y

2x — 3y
x+7y
2x + 3y
x+7y
2x — 3y
xX—=7y

33. EldreaAdeuntridngulode basebyalturahes A= % Por tanto, h =:

A+2

(257




l F : UNIVERsIDAD JORGE TADEO LozaNO - FacuLTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERIA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BAsicAs

34. Alresolverlaecuacion 7(y+ 1) — 11 =5(y + 1) + 2,se obtieney =:

A L
2
g
12
c. 13
2
1
D. —

35, Lasoluciondelaecuacion 1 —2(3x—1)—4(2—x)=5—3@4x — 2),es:

3
A. -
8
B. 5
c -8
3
11
D. 5
36. Lasolucion de la ecuacién =X 3_ 1 _ 2x—7 . esx =:
258"
. - A. _ﬁ
11
26
B. T
C. 26
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37.

38.

39.

La suma de tres enteros consecutivos es 17 menos que 4 veces el menor. Los nime-

ros son:

A. 10,11,12
B. 20,21,22
C. 18,19,20
D. 22,23,24

El costo de una llamada de larga distancia es de $1800 para los 3 primeros minutos
y de $500 por cada minuto adicional o fraccion de minuto. Teniendo en cuenta esta

informacion, es falso que:
A. silallamada duré 8 minutos el costo fue de $4300

B. la expresion que representa el costo de una llamada que dura x minutos, para

x>3 es C=500(x—3)+ 1800
C. silallamada dura 9.5 minutos el costo es de $5050

D. parauna llamada que dure 2 minutos se debe pagar $1000

Si el precio del cobre es $1300 la libra y el precio del zinc es $600 la libra, ;cuantas
libras de ambos deben mezclarse para obtener 70 libras de bronce, el cual se vende

a $900 la libra? (Al fundir cobre y zinc se obtiene bronce).
A. 40 libras de cobrey 30 libras de zinc
B. 35libras de cobrey 35 libras de zinc
C. 20 libras de cobrey 50 libras de zinc
D

30 libras de cobre y 40 libras de zinc

(259
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40. Laecuacion 27a* — 36a = —12, tiene como solucién:
3
A a=—
2
B. a = L
3
C. a = —i
4
D. a= 3
2

41. Los valores que satisfacen la ecuacion 7t = t2 — 30, son:
A t=-10 y t=3
B. t=11 y t=-5
C t=6y t=-5
D. t=10 y t=-3

42. De laecuacion cuadratica 3x? — 5x = 9, es correcto afirmar que:
A. notiene soluciones en los reales
B. tiene una Unica solucién, x=3

C. tiene dossoluciones enteras, x, =27 y x,=5

Il
<
|

D. tiene dos soluciones enteras, X,

266;1 43. Una cajafuerte tiene 5 cm de altura; el largo de la caja es 5 cm mds que el ancho. Si su
volumen es de 1500 cm?, las medidas del largo y ancho son respectivamente.

A. 15cm y 10cm

B. 20cm y 15cm

C 25cm y 20cm
D

30cm y 25cm
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