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Pensamiento Matematico es un texto de matematicas que cubre temas usualmente
incluidos en libros del area de precalculo, con la intencion de consolidar el lenguaje
matematico basico que requieren la mayoria de las profesiones y de servir como pre-
paracion para el calculo.

El titulo Pensamiento Matematico responde a la aceptacion generalizada de que “el
centro de atencion de la educacién matematica es el desarrollo del pensamiento mate-
matico, entendiendo pensamiento como la unidad de procesos y contenidos”.! Dentro
de estos procesos generales de pensamiento (razonamiento, resolucion y planteamien-
to de problemas, comunicacidon, modelacidn y elaboracidon, comparacion y ejercitacion
de procedimientos), se ha puesto de relieve el proceso de modelacion, articulado con
el concepto de funcion (concepto unificador del curso).

El libro se divide en cuatro unidades, con sus respectivas secciones. En la primera uni-
dad se incluyen aspectos generales de las funciones, la Funcidn Lineal, Funciones a
Trozos, Transformaciones, Operaciones y Composicion de funciones. En la segunda
unidad se presenta el estudio de las Funciones Cuadraticas, Polinomiales y Raciona-
les. En la tercera unidad se encuentran las Funciones Exponenciales y Logaritmicas, y
finalmente en la cuarta unidad se desarrollan los contenidos relacionados con las Fun-
ciones Trigonométricas. En algunas secciones se introducen los contenidos con una
actividad inicial, que busca motivar el estudio de los conceptos incluidos en la unidad,
posteriormente se realiza una descripcion de los conceptos, apoyados con ejemplos,
gréficas, actividades a desarrollar y ejercicios y problemas que afiancen los contenidos
tratados.

1. Serie Cuadernos de Curriculo. Orientaciones curriculares para el campo de Pensamiento Matemdtico, Alcaldia Mayor de
Bogota, Secretaria de Educacion, 2007.



El texto busca, de igual manera, facilitar la transicion a textos de matematicas que em-
plean un lenguaje mas formal. Al leer detenidamente cada uno de los parrafos, gene-
ralmente breves, y escribir en los espacios en blanco el desarrollo de las actividades
correspondientes, se espera conseguir poco a poco dicho objetivo. La importancia de
una clara comprension de los conceptos sin descuidar las destrezas operativas, las cua-
les van de la mano, son aspectos a tener en cuenta durante todo el desarrollo del curso.

El uso de la fecnologia para agilizar el calculo y la representacion grafica de diferentes
expresiones, con el fin de dar paso a las interpretaciones a que den lugar los problemas
y las ecuaciones, es un punto al que se quiere dar énfasis a lo largo del libro.

De esta manera el presente texto pretende apoyar el desarrollo de procesos relaciona-
dos con la lectura y la escritura, al igual que mejorar en la interpretacion y argumenta-
cion al enfrentar situaciones problema que se presenten.
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1.1 GENERALIDADES DE LA FUNCION

ACTIVIDAD INICIAL

ESCAPE DE AGUA

El goteo permanente de una llave, un escape en la cisterna de un bafio, generan pérdi-
da de agua.

& Describa un procedimiento para estimar la cantidad de agua que se pierde
debido a una llave que gotea.

& (Como calcularia el correspondiente costo en dinero?

UNIDAD i-
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Se recoge el agua que gotea de una llave en un recipiente con una capacidad de trece
litros el cual contiene inicialmente tres litros de agua; se observa que cada hora se re-

cogen dos litros de agua.

& Afiada una pregunta a la situacion anterior que la convierta en un problema.

16

S Complete los valores de volumen de agua en el recipiente correspondientes a

los valores de tiempo indicados en la tabla 1:

Tiempo (¢?) (horas) Volumen (v) (litros)
0
1
2
3.5
13
Tabla 1

& (Qué interpretacion le da al ultimo renglon de la tabla?

Situacion 1

Cecilia, Maria, Carlos y Edgar son jévenes que ingresan a trabajar a una empresa.
Alguna informacion relacionada con ellos se encuentra en las figuras 1, 2 y 3 por

medio de las correspondencias f, g y h, donde:

findica las edades, en afios.
g indica quién le envia correo a quién después de la reunion.

h indica las actividades que realizan.




1.1 Generalidades de la Funcién

Carlose *Carlos

Figura 1 Figura 2 Figura 3

De los diagramas de flechas de las figuras 1, 2 y 3 observamos que Cecilia, por ejem-
plo, tiene 19 afios, le envi6 un correo a Maria, le gusta ir a nadar y trotar. En el lenguaje
de las correspondencias decimos que en la correspondencia £, a Cecilia le corresponde
el 19 (o que la imagen de Cecilia por la correspondencia f'es 19); en g, a Cecilia le co-
rresponde Maria y en A, a Cecilia le corresponde nadar y trotar.

Las correspondencias que estudiaremos en este curso son del tipo que se define a con-
tinuacion.

Una correspondencia f'de un conjunto A en un conjunto
B que asigna a cada elemento de A un unico elemento
de B, es una funcion.

De las correspondencias entre los conjuntos de las figuras 1, 2 y 3 tenemos que:

fes funcion de A en B pues a cada elemento de A le corresponde un solo ele-
mento de B.

g no es funcion de A en A porque a Carlos no le corresponde alguin elemento en A.

hno es funcidn de A en C pues a Cecilia le corresponde mas de un elemento en C.
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& (Cudles de las correspondencias sefialadas en las figuras 4, 5, 6 y 7 son
funciones de D en E?

D kK E

Figura 4 Figura 5 Figura 6 Figura 7

Cuando una correspondencia es funcidén, como en el caso de f, figura 1, se usa también
una representacion llamada notacion funcional. Por ejemplo, para representar con no-
tacion funcional que a Cecilia le corresponde el numero 19, lo hacemos asi:

f(Cecilia) =19
Leemos lo anterior:

fde Cecilia es igual a 19

Observemos también con respecto a f que de todos los elementos de A salen fle-
chas (como era de esperarse pues por ser f una funcidn, a cada elemento de A le
tiene que corresponder algun elemento de B) y que no llegan flechas a todos los
elementos de B (o que no todos los elementos de B son imagen de algin elemento
de A). A continuacion se hace distincidon de los conjuntos formados por los ele-
mentos mencionados:



1.1 Generalidades de la Funcién

Sea funa funcion de A en B. El conjunto A es el
dominio de f, el conjunto B es el codominio de [y el
subconjunto de B formado por los elementos que son

imagenes es el rango de f.
Las abreviaturas dom f, codom fy ran fseran usadas
para esos conjuntos, respectivamente.

Ejemplo 1

Para la funcion f'de la figura 1 determine dominio, codominio y rango.

Solucion

dom f= A4 = {Cecilia, Maria, Carlos, Edgar}
codom /=B = {18, 19, 20, 21}
ran /= {18, 19, 21}

& Una funcién m entre los conjuntos D = {1, 2,3} y E= {2, 4, 6, 8} estd de-
finida asi: m(1) = 4, m(2) = 6, m(3) = 4. Haga el diagrama de flechas de m y
determine su dominio y rango.
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Consideremos la funcion r de la figura 8:

Figura 8

Para esta funcidon tenemos que (1) = 2. La notacién funcional la entendemos mejor si
comparamos la funcidn con una mdquina (figura 9): al introducir el 1 (input o entrada)
en la maquina, esta lo procesa y lo convierte en 2 (output o salida).

1
Entrada ‘-'

Salida

Figura 9 - .
2

En (1) = 2, imaginemos que 7 es el nombre de la maquina, el paréntesis es el cuerpo
de la maquina en la cual entra el nimero 1, y el 2 que esta después del igual es el nu-

mero que sale de la maquina.

En esta comparacion de una funcidon con una maquina, los elementos del dominio de la
funcidn son los objetos que se permiten entrar en la maquina, aquellos para los cuales
estas se construyen, y los elementos del rango son los objetos que produce la maquina.



1.1 Generalidades de la Funcién
1.1.1 FORMAS DE REPRESENTAR O DESCRIBIR UNA FUNCION

Como las funciones que encontraremos a lo largo del curso involucran conjuntos in-
finitos, la manera de definirlas por medio de diagramas de flechas ya no es apropiada.
Habra entonces que utilizar una regla (usualmente una expresion algebraica) que indi-
que cémo establecer la correspondencia entre los conjuntos.

Retomemos la situacion inicial para ilustrar lo mencionado anteriormente y otros as-
pectos generales relacionados con las funciones. El tiempo que va transcurriendo des-
de que se abre la llave es un ejemplo de una cantidad variable:

Una variable es una letra que representa cualquier elemento de un conjunto.
Utilizaremos la letra ¢ para la variable tiempo. Como el tiempo de llenado del recipien-
te es de 5 horas, 7 toma valores en el conjunto de los numeros comprendidos entre 0
y 5, incluidos el 0 y el 5, el cual es un conjunto infinito; este conjunto es el intervalo

cerrado de extremos 0y 5: [0, 5].

El volumen v de agua que va quedando en el recipiente también es una variable.

S  (En qué conjunto toma valores la variable v?

UNIDAD i-
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Como inicialmente habia 3 litros de agua en el recipiente y ya que cada hora ingresan
2 litros constantemente, las variables 7 y v las podemos relacionar con la ecuacién:

y=2t+3

En esta ecuacidn, a cada valor del tiempo le corresponde un tnico valor del volumen,;
por tanto, consideramos a la variable v como una funcion de la variable ¢.

A la variable ¢ se le llama la variable independiente pues se le puede asignar cualquier
valor del dominio (el intervalo [0, 5]). La variable v se llama la variable dependiente;
el valor que toma depende de ¢ ya que el volumen en el recipiente depende del tiempo
transcurrido.

El nombre que usualmente damos a la funcion es el mismo que el de la variable depen-
diente. Asi, llamamos v a esta funcidén. Con notacion funcional escribimos:

v(t)=2t+3, t€[0,5]

Los valores que toma v para valores particulares de 7, se llaman valores funcionales;
por ejemplo:

parat=1,v(1)=2(1)+3=5
parat=2,v(2)=22)+3=7

& Determine los siguientes valores funcionales: v (1.5); v(3.8)
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Los puntos del plano cartesiano correspondientes a los pares ordenados (Z,v()) cons-
tituyen la grdfica de la funcién. Veremos mas adelante (seccidon 1.3) que funciones

como v tienen graficas como la de la figura 10.

Tiempo (7) Volumen (v)
(horas) (litros)
0 3
1 5
2 7
3.5 10
5 13
Tabla 1

Rango

3

Grafica de la funcion v

v
13
12
11
10

9

8

7 Dominio = [0, 5]
6 Rango = [3,13]
5

4

3

2

1

0,

‘0 1 2 3 4 5 [
Dominio
Figura 10

Otra manera de representar o describir una funcion es por medio de palabras o verbal-
mente. Por ejemplo, la funcidén v(¢) = 2t + 3 se representa verbalmente diciendo que

“multiplica por 2 y luego suma tres”.
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Observe como interviene el orden en que se realizan las operaciones en las descripcio-
nes verbales de las siguientes funciones:

Representacion algebraica Representacion verbal
24
flx)=x’ Eleva al cuadrado
flx)=x+5 Suma cinco
_x+35
flx) = 2 Suma cinco y luego divide por dos
flx) = % +5 Divide por dos y luego suma cinco

Hemos visto que una funcidn puede representarse o describirse de varias maneras:

» con flechas (figura 1) — representacion sagital

*  por medio de una tabla (tabla 1) — representacion tabular

* en el plano cartesiano (figura 10) — representacion grdfica

*  por medio de una ecuacion (v(t) = 2t + 3) — representacion algebraica

e con palabras (“multiplica por 2 y suma 3”) — representacion verbal

Los ejemplos 2, 3 y 4 ilustran los aspectos generales de las funciones presentados has-
ta el momento:
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Ejemplo 2

Un articulo cuesta $500; tomemos el costo C de varios de esos mismos articulos
como una funcion de la cantidad # de ellos. Por ejemplo: C(1) = 500, C(4) =2 000.

i.  Defina algebraicamente la funcion C

25

ii.  ¢Cual es el dominio y el rango de C?

Solucion

i.  C(n)=500n

ii. El dominio es el conjunto de los enteros no negativos: {0, 1, 2, 3,...} y el
rango es el conjunto de los multiplos no negativos de 500: {0, 500, 1000,
1500,...}.

S Haga la grafica de la funcion C.

Costd
3000

2500

2000

1500

1000

500

-1 0 1 2 3 4 5 6
-500 n|(articulos)

Figura 11
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1.1 Generalidades de la Funcién

Si fes la funcion f(x) = x°, encuentre: f(2x); f(x + 4); f(x — h)

Ejemplo 4

UNIDAD
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3 2/ 10 1|2

la

Para la funcion g de la figura 14, estime:

+ g(1); g(2.5)

* los valores de x para los cuales g(x) = 1




1.1 Generalidades de la Funcién

1.1.2 GRAFICAS EN EL PLANO CARTESIANO QUE SON GRAFICAS
DE FUNCIONES

Examinaremos ahora qué gréficas del plano cartesiano pueden ser la grafica de una
funcién. 29
Observemos las graficas de las figuras 15y 16:

6]’ , 5 4 —
| : =
! !/ 4 I 5 (3.4)
[l . (1.p) | s
/ ; : 2 |
TN [ | ¥
0 X 0 il
2 [z _1-10 1 3 n 5 |6 -1-10 1 2 3 4 5 6 T
I 2 \ / 2 "
| P X T [ep
[T p
Figura 15 Figura 16

En la figura 15 se observa que a cada uno de los valores del dominio le corresponde un
unico valor del rango; por ejemplo a x = 1, le corresponde solamente y = 3. Notemos
que la recta vertical que pasa por (1, 3), no intercepta a ninglin otro punto de la grafi-
ca; la gréafica de la figura 15 si es la grafica de una funcion (en este momento no nos
preocupamos por su representacion algebraica).

En la figura 16, los puntos (3, 4), (3, 2), (3, —2) indican que al nimero 3 le corresponden
tres valores: —2, 2 y 4. Esta correspondencia no puede ser entonces una funcioén. Obser-
vemos que la recta vertical de la figura 16 intercepta a la grafica en mas de un punto.
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Las anteriores consideraciones ilustran la

Prueba de la recta vertical
Si alguna recta vertical en el plano xy intercepta a la
grafica en mas de un punto, entonces la grafica no
define a y como una funcién de x.

30

Ejemplo

/\@

Solucion

==
JJONA]
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D

I.  Identifique cuales de las siguientes correspondencias son funciones; para

cada funcidn, halle el dominio y el rango:

1) 2)
A , B
/
1 “a
2 >+ b
3 >ec
Figura 25

II. Indique cuales de las siguientes correspondencias definen una funcién en-

o

Figura 26

tre los conjuntos A 'y B:

Figura 27

Figura 28

Conjunto A

Correspondencia

Conjunto B

Numeros reales

Cubo de un nimero

Numeros reales

Estudiantes de la

Numero de asignaturas

Numeros naturales

Universidad que cursan
. . N° de documento de
Ciudadanos colombianos . . Numeros naturales
identidad

Numeros enteros

Raiz cuadrada

Nuimeros reales

Estudiantes de primer
semestre

Asignaturas registradas

Asignaturas que ofrece
la Universidad
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III.  Determine qué graficas, de la figura 29, definen a y como una funcién de x:

1) 2)

= .
\ |l

L [~

4) 5) 6)

"Y/’/
'y

Al [
LR //f\>

7) 8) 9)

Y "y ny
[ ]
\
x X
> % —————————————————
/ ,

AN

Figura 29
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IV. Identifique dominio y rango de cada funcion que aparece en la figura 30:

1) 2) 3)

4 i .]. alll 3 i

3'// 4 / — 2

f‘/z ; T 1\‘”
2

; ,/ 1 0 X
s 110 s T _100 ! 2x a |2 1_10 i 23

. o3

-2 -2 2
4) 5) 6)

O
g
T~
o

5 4 13 (2 -!:0 1 3 / ! \\ 3 s [ 0o 2 3 4
2 3 H . o P 2 B ‘H /L
3 3 -2
-4 -2 -3
Figura 30
V. Exprese en forma verbal las siguientes funciones:
1) f(x)=5x—4 2) g(x)=5(x—4) 3) p(t)=r+6

4) h(r)=L2+1 5) n(t)=+v2t—=7 6 m(z)=+2z—-17

oo

33
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VI. Las funciones definidas verbalmente; represéntelas algebraicamente:

1) Reste 5 y multiplique por 6.

2) Divida por 4 y luego sume 11.

3) Sume 11 y después divida por 4.

4) Eleve al cuadrado, multiplique por 3 y reste 6.
5) Multiplique por 3, reste 6 y eleve al cuadrado.

6) Sume 8, multiplique por 7 y saque raiz cubica.

VII. En las figuras 31 y 32 se dan las graficas de las funciones /'y g respectivamente:

alY 4|Y
3 gl :
T 7 Lo G
¢ M4 2 fgfo b 345k
A [, 2 [l
4 \ 2 M, n/ 1 3 /
;- P
-6
-4 7
Figura 31 Figura 32
Determine:
f(=3)= g(l)= g(=3)=  fle)= g(=1)=
Dom f: Domg:
Rango f': Rango g :

Corte con el eje y:

Cortes con el eje x:

Corte con el eje y:

Cortes con el eje x:
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VIII. Se dan las graficas de las funciones g y m (figuras 33 y 34):

¥ 7 ¥
el 2 :

z PN

1 | ?\ /

i x JNL 1

Figura 33 Figura 34

Estime los siguientes valores funcionales:
) g(-3)= 2) m(0)= 3 &(3)= 4 m@2.5)=
5) m(-1)= 6) g0)= 7 m((2)= 8) m(-2.5)=
9) g(2)= 10) m(3) = 11) m(%) = 12) m(—%) =

IX. Para cada funcion, determine los valores funcionales indicados:

D fx)=2x—17
a) f(—3) b) f(0) ¢) fla)
d) flx—1) e) flx+h)
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1.1 Generalidades de la Funcién

7 flx)=+vx+1
a) f(8) b) £(0) ©) f{—x)

d) f(4 —x) e) flx*—1)

X. En cada caso, dibuje la grafica de una funcion f que cumpla las condicio-
nes dadas:

1) Tenga como dominio el intervalo [-3, 2) y rango el intervalo [1, 5).

2) Dominio el intervalo (—4, 3) y rango [-3, 1) U [2, 4) .

3) (—1)=3, f(4)=—2, dominio (4, 17U (3, 5].

4) Dominio (-4, 1] U [3, 5), rango el intervalo [-3, 4), y los puntos (-3, 2),

(2, —3) pertenezcan a la grafica de la funcion.

XI. Las siguientes preguntas son de seleccion multiple con multiple respuesta (dos
de los enunciados son verdaderos y dos son falsos). Marque la letra que corres-
ponda en la tabla de respuestas:

Si 1y 2 son correctos marque A
Si 2 y 3 son correctos marque B
Si 3 y 4 son correctos marque C

Si 2 y 4 son correctos marque D

UNIDAD i-
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Teniendo en cuenta las graficas de las funciones /' y g, que aparecen en las figuras
35 y 36, responda las preguntas 1 a 4.
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Figura 35 Figura 36

1) Con respecto a la funcion g, de la figura 35, ;cudles de los enunciados son ver-
daderos?

1. El punto de corte de la grafica con el eje y es (0, —2).

2.g(-1)=-1
3. El rango de la funcion es el intervalo (-4, 2).

4.g(x)=—2six=2.

2) De la funcion g, es correcto afirmar que:

1. Los puntos de corte con el eje x son (—2,0) y (—1,0).
2. El dominio de la funcién es el intervalo [ —2,4).

3. g(5) no esté definido.

4. El punto (3, 3) pertenece a la grafica de la funcion.
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1.1 Generalidades de la Funcién

3) Con respecto a la funcion £, de la figura 36, es correcto afirmar que:
1. Six =1, entonces y = 2.
2. El punto (3, 1) pertenece a la grafica de la funcion.
39

3. El dominio de la funcidn es el intervalo (=2, 6).

4. y—intercepto es el punto (0, 4).

4) De la funcion f'es cierto que:

1. f(4)=5.

2. Los puntos de corte con el eje x son (=2, 0) y (3, 0).

3. /(1) =3.

4. El rango de la funcion es el intervalo (-2, 4].

Tabla de respuestas

Pregunta A B C D

1

2

3
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