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Pensamiento Matematico es un texto de matematicas que cubre temas usualmente
incluidos en libros del area de precalculo, con la intencion de consolidar el lenguaje
matematico basico que requieren la mayoria de las profesiones y de servir como pre-
paracion para el calculo.

El titulo Pensamiento Matematico responde a la aceptacion generalizada de que “el
centro de atencion de la educacién matematica es el desarrollo del pensamiento mate-
matico, entendiendo pensamiento como la unidad de procesos y contenidos”.! Dentro
de estos procesos generales de pensamiento (razonamiento, resolucion y planteamien-
to de problemas, comunicacidon, modelacidn y elaboracidon, comparacion y ejercitacion
de procedimientos), se ha puesto de relieve el proceso de modelacion, articulado con
el concepto de funcion (concepto unificador del curso).

El libro se divide en cuatro unidades, con sus respectivas secciones. En la primera uni-
dad se incluyen aspectos generales de las funciones, la Funcidn Lineal, Funciones a
Trozos, Transformaciones, Operaciones y Composicion de funciones. En la segunda
unidad se presenta el estudio de las Funciones Cuadraticas, Polinomiales y Raciona-
les. En la tercera unidad se encuentran las Funciones Exponenciales y Logaritmicas, y
finalmente en la cuarta unidad se desarrollan los contenidos relacionados con las Fun-
ciones Trigonométricas. En algunas secciones se introducen los contenidos con una
actividad inicial, que busca motivar el estudio de los conceptos incluidos en la unidad,
posteriormente se realiza una descripcion de los conceptos, apoyados con ejemplos,
gréficas, actividades a desarrollar y ejercicios y problemas que afiancen los contenidos
tratados.

1. Serie Cuadernos de Curriculo. Orientaciones curriculares para el campo de Pensamiento Matemdtico, Alcaldia Mayor de
Bogota, Secretaria de Educacion, 2007.



El texto busca, de igual manera, facilitar la transicion a textos de matematicas que em-
plean un lenguaje mas formal. Al leer detenidamente cada uno de los parrafos, gene-
ralmente breves, y escribir en los espacios en blanco el desarrollo de las actividades
correspondientes, se espera conseguir poco a poco dicho objetivo. La importancia de
una clara comprension de los conceptos sin descuidar las destrezas operativas, las cua-
les van de la mano, son aspectos a tener en cuenta durante todo el desarrollo del curso.

El uso de la fecnologia para agilizar el calculo y la representacion grafica de diferentes
expresiones, con el fin de dar paso a las interpretaciones a que den lugar los problemas
y las ecuaciones, es un punto al que se quiere dar énfasis a lo largo del libro.

De esta manera el presente texto pretende apoyar el desarrollo de procesos relaciona-
dos con la lectura y la escritura, al igual que mejorar en la interpretacion y argumenta-
cion al enfrentar situaciones problema que se presenten.
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1.1 GENERALIDADES DE LA FUNCION

ACTIVIDAD INICIAL

ESCAPE DE AGUA

El goteo permanente de una llave, un escape en la cisterna de un bafio, generan pérdi-
da de agua.

& Describa un procedimiento para estimar la cantidad de agua que se pierde
debido a una llave que gotea.

& (Como calcularia el correspondiente costo en dinero?

UNIDAD i-
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Se recoge el agua que gotea de una llave en un recipiente con una capacidad de trece
litros el cual contiene inicialmente tres litros de agua; se observa que cada hora se re-

cogen dos litros de agua.

& Afiada una pregunta a la situacion anterior que la convierta en un problema.

16

S Complete los valores de volumen de agua en el recipiente correspondientes a

los valores de tiempo indicados en la tabla 1:

Tiempo (¢?) (horas) Volumen (v) (litros)
0
1
2
3.5
13
Tabla 1

& (Qué interpretacion le da al ultimo renglon de la tabla?

Situacion 1

Cecilia, Maria, Carlos y Edgar son jévenes que ingresan a trabajar a una empresa.
Alguna informacion relacionada con ellos se encuentra en las figuras 1, 2 y 3 por

medio de las correspondencias f, g y h, donde:

findica las edades, en afios.
g indica quién le envia correo a quién después de la reunion.

h indica las actividades que realizan.




1.1 Generalidades de la Funcién

Carlose *Carlos

Figura 1 Figura 2 Figura 3

De los diagramas de flechas de las figuras 1, 2 y 3 observamos que Cecilia, por ejem-
plo, tiene 19 afios, le envi6 un correo a Maria, le gusta ir a nadar y trotar. En el lenguaje
de las correspondencias decimos que en la correspondencia £, a Cecilia le corresponde
el 19 (o que la imagen de Cecilia por la correspondencia f'es 19); en g, a Cecilia le co-
rresponde Maria y en A, a Cecilia le corresponde nadar y trotar.

Las correspondencias que estudiaremos en este curso son del tipo que se define a con-
tinuacion.

Una correspondencia f'de un conjunto A en un conjunto
B que asigna a cada elemento de A un unico elemento
de B, es una funcion.

De las correspondencias entre los conjuntos de las figuras 1, 2 y 3 tenemos que:

fes funcion de A en B pues a cada elemento de A le corresponde un solo ele-
mento de B.

g no es funcion de A en A porque a Carlos no le corresponde alguin elemento en A.

hno es funcidn de A en C pues a Cecilia le corresponde mas de un elemento en C.
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& (Cudles de las correspondencias sefialadas en las figuras 4, 5, 6 y 7 son
funciones de D en E?

D kK E

Figura 4 Figura 5 Figura 6 Figura 7

Cuando una correspondencia es funcidén, como en el caso de f, figura 1, se usa también
una representacion llamada notacion funcional. Por ejemplo, para representar con no-
tacion funcional que a Cecilia le corresponde el numero 19, lo hacemos asi:

f(Cecilia) =19
Leemos lo anterior:

fde Cecilia es igual a 19

Observemos también con respecto a f que de todos los elementos de A salen fle-
chas (como era de esperarse pues por ser f una funcidn, a cada elemento de A le
tiene que corresponder algun elemento de B) y que no llegan flechas a todos los
elementos de B (o que no todos los elementos de B son imagen de algin elemento
de A). A continuacion se hace distincidon de los conjuntos formados por los ele-
mentos mencionados:



1.1 Generalidades de la Funcién

Sea funa funcion de A en B. El conjunto A es el
dominio de f, el conjunto B es el codominio de [y el
subconjunto de B formado por los elementos que son

imagenes es el rango de f.
Las abreviaturas dom f, codom fy ran fseran usadas
para esos conjuntos, respectivamente.

Ejemplo 1

Para la funcion f'de la figura 1 determine dominio, codominio y rango.

Solucion

dom f= A4 = {Cecilia, Maria, Carlos, Edgar}
codom /=B = {18, 19, 20, 21}
ran /= {18, 19, 21}

& Una funcién m entre los conjuntos D = {1, 2,3} y E= {2, 4, 6, 8} estd de-
finida asi: m(1) = 4, m(2) = 6, m(3) = 4. Haga el diagrama de flechas de m y
determine su dominio y rango.
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Consideremos la funcion r de la figura 8:

Figura 8

Para esta funcidon tenemos que (1) = 2. La notacién funcional la entendemos mejor si
comparamos la funcidn con una mdquina (figura 9): al introducir el 1 (input o entrada)
en la maquina, esta lo procesa y lo convierte en 2 (output o salida).

1
Entrada ‘-'

Salida

Figura 9 - .
2

En (1) = 2, imaginemos que 7 es el nombre de la maquina, el paréntesis es el cuerpo
de la maquina en la cual entra el nimero 1, y el 2 que esta después del igual es el nu-

mero que sale de la maquina.

En esta comparacion de una funcidon con una maquina, los elementos del dominio de la
funcidn son los objetos que se permiten entrar en la maquina, aquellos para los cuales
estas se construyen, y los elementos del rango son los objetos que produce la maquina.



1.1 Generalidades de la Funcién
1.1.1 FORMAS DE REPRESENTAR O DESCRIBIR UNA FUNCION

Como las funciones que encontraremos a lo largo del curso involucran conjuntos in-
finitos, la manera de definirlas por medio de diagramas de flechas ya no es apropiada.
Habra entonces que utilizar una regla (usualmente una expresion algebraica) que indi-
que cémo establecer la correspondencia entre los conjuntos.

Retomemos la situacion inicial para ilustrar lo mencionado anteriormente y otros as-
pectos generales relacionados con las funciones. El tiempo que va transcurriendo des-
de que se abre la llave es un ejemplo de una cantidad variable:

Una variable es una letra que representa cualquier elemento de un conjunto.
Utilizaremos la letra ¢ para la variable tiempo. Como el tiempo de llenado del recipien-
te es de 5 horas, 7 toma valores en el conjunto de los numeros comprendidos entre 0
y 5, incluidos el 0 y el 5, el cual es un conjunto infinito; este conjunto es el intervalo

cerrado de extremos 0y 5: [0, 5].

El volumen v de agua que va quedando en el recipiente también es una variable.

S  (En qué conjunto toma valores la variable v?

UNIDAD i-
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Como inicialmente habia 3 litros de agua en el recipiente y ya que cada hora ingresan
2 litros constantemente, las variables 7 y v las podemos relacionar con la ecuacién:

y=2t+3

En esta ecuacidn, a cada valor del tiempo le corresponde un tnico valor del volumen,;
por tanto, consideramos a la variable v como una funcion de la variable ¢.

A la variable ¢ se le llama la variable independiente pues se le puede asignar cualquier
valor del dominio (el intervalo [0, 5]). La variable v se llama la variable dependiente;
el valor que toma depende de ¢ ya que el volumen en el recipiente depende del tiempo
transcurrido.

El nombre que usualmente damos a la funcion es el mismo que el de la variable depen-
diente. Asi, llamamos v a esta funcidén. Con notacion funcional escribimos:

v(t)=2t+3, t€[0,5]

Los valores que toma v para valores particulares de 7, se llaman valores funcionales;
por ejemplo:

parat=1,v(1)=2(1)+3=5
parat=2,v(2)=22)+3=7

& Determine los siguientes valores funcionales: v (1.5); v(3.8)
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Los puntos del plano cartesiano correspondientes a los pares ordenados (Z,v()) cons-
tituyen la grdfica de la funcién. Veremos mas adelante (seccidon 1.3) que funciones

como v tienen graficas como la de la figura 10.

Tiempo (7) Volumen (v)
(horas) (litros)
0 3
1 5
2 7
3.5 10
5 13
Tabla 1

Rango

3

Grafica de la funcion v

v
13
12
11
10

9

8

7 Dominio = [0, 5]
6 Rango = [3,13]
5

4

3

2

1

0,

‘0 1 2 3 4 5 [
Dominio
Figura 10

Otra manera de representar o describir una funcion es por medio de palabras o verbal-
mente. Por ejemplo, la funcidén v(¢) = 2t + 3 se representa verbalmente diciendo que

“multiplica por 2 y luego suma tres”.
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Observe como interviene el orden en que se realizan las operaciones en las descripcio-
nes verbales de las siguientes funciones:

Representacion algebraica Representacion verbal
24
flx)=x’ Eleva al cuadrado
flx)=x+5 Suma cinco
_x+35
flx) = 2 Suma cinco y luego divide por dos
flx) = % +5 Divide por dos y luego suma cinco

Hemos visto que una funcidn puede representarse o describirse de varias maneras:

» con flechas (figura 1) — representacion sagital

*  por medio de una tabla (tabla 1) — representacion tabular

* en el plano cartesiano (figura 10) — representacion grdfica

*  por medio de una ecuacion (v(t) = 2t + 3) — representacion algebraica

e con palabras (“multiplica por 2 y suma 3”) — representacion verbal

Los ejemplos 2, 3 y 4 ilustran los aspectos generales de las funciones presentados has-
ta el momento:
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Ejemplo 2

Un articulo cuesta $500; tomemos el costo C de varios de esos mismos articulos
como una funcion de la cantidad # de ellos. Por ejemplo: C(1) = 500, C(4) =2 000.

i.  Defina algebraicamente la funcion C

25

ii.  ¢Cual es el dominio y el rango de C?

Solucion

i.  C(n)=500n

ii. El dominio es el conjunto de los enteros no negativos: {0, 1, 2, 3,...} y el
rango es el conjunto de los multiplos no negativos de 500: {0, 500, 1000,
1500,...}.

S Haga la grafica de la funcion C.

Costd
3000

2500

2000

1500

1000

500

-1 0 1 2 3 4 5 6
-500 n|(articulos)

Figura 11
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1.1 Generalidades de la Funcién

Si fes la funcion f(x) = x°, encuentre: f(2x); f(x + 4); f(x — h)

Ejemplo 4

UNIDAD
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3 2/ 10 1|2

la

Para la funcion g de la figura 14, estime:

+ g(1); g(2.5)

* los valores de x para los cuales g(x) = 1




1.1 Generalidades de la Funcién

1.1.2 GRAFICAS EN EL PLANO CARTESIANO QUE SON GRAFICAS
DE FUNCIONES

Examinaremos ahora qué gréficas del plano cartesiano pueden ser la grafica de una
funcién. 29
Observemos las graficas de las figuras 15y 16:

6]’ , 5 4 —
| : =
! !/ 4 I 5 (3.4)
[l . (1.p) | s
/ ; : 2 |
TN [ | ¥
0 X 0 il
2 [z _1-10 1 3 n 5 |6 -1-10 1 2 3 4 5 6 T
I 2 \ / 2 "
| P X T [ep
[T p
Figura 15 Figura 16

En la figura 15 se observa que a cada uno de los valores del dominio le corresponde un
unico valor del rango; por ejemplo a x = 1, le corresponde solamente y = 3. Notemos
que la recta vertical que pasa por (1, 3), no intercepta a ninglin otro punto de la grafi-
ca; la gréafica de la figura 15 si es la grafica de una funcion (en este momento no nos
preocupamos por su representacion algebraica).

En la figura 16, los puntos (3, 4), (3, 2), (3, —2) indican que al nimero 3 le corresponden
tres valores: —2, 2 y 4. Esta correspondencia no puede ser entonces una funcioén. Obser-
vemos que la recta vertical de la figura 16 intercepta a la grafica en mas de un punto.
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Las anteriores consideraciones ilustran la

Prueba de la recta vertical
Si alguna recta vertical en el plano xy intercepta a la
grafica en mas de un punto, entonces la grafica no
define a y como una funcién de x.

30

Ejemplo

/\@

Solucion

==
JJONA]
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D

I.  Identifique cuales de las siguientes correspondencias son funciones; para

cada funcidn, halle el dominio y el rango:

1) 2)
A , B
/
1 “a
2 >+ b
3 >ec
Figura 25

II. Indique cuales de las siguientes correspondencias definen una funcién en-

o

Figura 26

tre los conjuntos A 'y B:

Figura 27

Figura 28

Conjunto A

Correspondencia

Conjunto B

Numeros reales

Cubo de un nimero

Numeros reales

Estudiantes de la

Numero de asignaturas

Numeros naturales

Universidad que cursan
. . N° de documento de
Ciudadanos colombianos . . Numeros naturales
identidad

Numeros enteros

Raiz cuadrada

Nuimeros reales

Estudiantes de primer
semestre

Asignaturas registradas

Asignaturas que ofrece
la Universidad
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III.  Determine qué graficas, de la figura 29, definen a y como una funcién de x:

1) 2)

= .
\ |l

L [~

4) 5) 6)

"Y/’/
'y

Al [
LR //f\>

7) 8) 9)

Y "y ny
[ ]
\
x X
> % —————————————————
/ ,

AN

Figura 29
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IV. Identifique dominio y rango de cada funcion que aparece en la figura 30:

1) 2) 3)

4 i .]. alll 3 i

3'// 4 / — 2

f‘/z ; T 1\‘”
2

; ,/ 1 0 X
s 110 s T _100 ! 2x a |2 1_10 i 23

. o3

-2 -2 2
4) 5) 6)

O
g
T~
o

5 4 13 (2 -!:0 1 3 / ! \\ 3 s [ 0o 2 3 4
2 3 H . o P 2 B ‘H /L
3 3 -2
-4 -2 -3
Figura 30
V. Exprese en forma verbal las siguientes funciones:
1) f(x)=5x—4 2) g(x)=5(x—4) 3) p(t)=r+6

4) h(r)=L2+1 5) n(t)=+v2t—=7 6 m(z)=+2z—-17

oo

33
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VI. Las funciones definidas verbalmente; represéntelas algebraicamente:

1) Reste 5 y multiplique por 6.

2) Divida por 4 y luego sume 11.

3) Sume 11 y después divida por 4.

4) Eleve al cuadrado, multiplique por 3 y reste 6.
5) Multiplique por 3, reste 6 y eleve al cuadrado.

6) Sume 8, multiplique por 7 y saque raiz cubica.

VII. En las figuras 31 y 32 se dan las graficas de las funciones /'y g respectivamente:

alY 4|Y
3 gl :
T 7 Lo G
¢ M4 2 fgfo b 345k
A [, 2 [l
4 \ 2 M, n/ 1 3 /
;- P
-6
-4 7
Figura 31 Figura 32
Determine:
f(=3)= g(l)= g(=3)=  fle)= g(=1)=
Dom f: Domg:
Rango f': Rango g :

Corte con el eje y:

Cortes con el eje x:

Corte con el eje y:

Cortes con el eje x:
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VIII. Se dan las graficas de las funciones g y m (figuras 33 y 34):

¥ 7 ¥
el 2 :

z PN

1 | ?\ /

i x JNL 1

Figura 33 Figura 34

Estime los siguientes valores funcionales:
) g(-3)= 2) m(0)= 3 &(3)= 4 m@2.5)=
5) m(-1)= 6) g0)= 7 m((2)= 8) m(-2.5)=
9) g(2)= 10) m(3) = 11) m(%) = 12) m(—%) =

IX. Para cada funcion, determine los valores funcionales indicados:

D fx)=2x—17
a) f(—3) b) f(0) ¢) fla)
d) flx—1) e) flx+h)

35
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1.1 Generalidades de la Funcién

7 flx)=+vx+1
a) f(8) b) £(0) ©) f{—x)

d) f(4 —x) e) flx*—1)

X. En cada caso, dibuje la grafica de una funcion f que cumpla las condicio-
nes dadas:

1) Tenga como dominio el intervalo [-3, 2) y rango el intervalo [1, 5).

2) Dominio el intervalo (—4, 3) y rango [-3, 1) U [2, 4) .

3) (—1)=3, f(4)=—2, dominio (4, 17U (3, 5].

4) Dominio (-4, 1] U [3, 5), rango el intervalo [-3, 4), y los puntos (-3, 2),

(2, —3) pertenezcan a la grafica de la funcion.

XI. Las siguientes preguntas son de seleccion multiple con multiple respuesta (dos
de los enunciados son verdaderos y dos son falsos). Marque la letra que corres-
ponda en la tabla de respuestas:

Si 1y 2 son correctos marque A
Si 2 y 3 son correctos marque B
Si 3 y 4 son correctos marque C

Si 2 y 4 son correctos marque D

UNIDAD i-
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Teniendo en cuenta las graficas de las funciones /' y g, que aparecen en las figuras
35 y 36, responda las preguntas 1 a 4.

2}' ¥

/
\n X /)
3 [2\[1 |o 2 [ |a
1 e s
\E’ {o X
Po— 0
\ -3-2-101/1345
-3 -1

i o
. al [

Figura 35 Figura 36

1) Con respecto a la funcion g, de la figura 35, ;cudles de los enunciados son ver-
daderos?

1. El punto de corte de la grafica con el eje y es (0, —2).

2.g(-1)=-1
3. El rango de la funcion es el intervalo (-4, 2).

4.g(x)=—2six=2.

2) De la funcion g, es correcto afirmar que:

1. Los puntos de corte con el eje x son (—2,0) y (—1,0).
2. El dominio de la funcién es el intervalo [ —2,4).

3. g(5) no esté definido.

4. El punto (3, 3) pertenece a la grafica de la funcion.
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1.1 Generalidades de la Funcién

3) Con respecto a la funcion £, de la figura 36, es correcto afirmar que:
1. Six =1, entonces y = 2.
2. El punto (3, 1) pertenece a la grafica de la funcion.
39

3. El dominio de la funcidn es el intervalo (=2, 6).

4. y—intercepto es el punto (0, 4).

4) De la funcion f'es cierto que:

1. f(4)=5.

2. Los puntos de corte con el eje x son (=2, 0) y (3, 0).

3. /(1) =3.

4. El rango de la funcion es el intervalo (-2, 4].

Tabla de respuestas

Pregunta A B C D

1

2

3
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1.2 INTERVALOS DONDE UNA FUNCION ES
CRECIENTE, DECRECIENTE O CONSTANTE
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ACTIVIDAD INICIAL

Un piloto de cometa ala delta despega desde una pista de lanzamiento que se encuentra
a 500 pies sobre el nivel del mar.

Figura 1
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Un altimetro permite determinar la elevacion E del piloto con respecto al sitio des-
de donde se lanz6. La gréfica siguiente muestra la elevacién £ como una funcién del
tiempo ¢, en minutos, transcurridos después del lanzamiento:

500 E (pies) | Elevacion (respecto JI sitio de Iahzam ento)

42 400

300

200 / \
100 \

1-100 0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 m_in:.ltos
-200 \ /
-300
-400
Figura 2

& (En qué intervalos de tiempo asciende el piloto? ;En cudles desciende?

& (Cuando esta el piloto a la misma altura del sitio de donde se lanz6?

& (Enquéintervalos de tiempo vuela a altura constante y por cuanto tiempo lo hace?



1.2 Intervalos donde una Funcién es Creciente, Decreciente o Constante

Un aspecto a describir del comportamiento de una funcion, a partir de la grafica, con-
siste en indicar en qué intervalos del dominio crece, decrece o permanece constante. Si
al recorrer la grafica de izquierda a derecha encontramos que en un intervalo abierto la
grafica sube o baja, entonces la funcion es creciente o decreciente, respectivamente,
en dicho intervalo. Si no sube ni baja es constante en ese intervalo.

o

(x 2 f{xg)l
f(xz) P —————-—

Una funcion f'es creciente en un intervalo
abierto (a, b), si para cualquier x, y x, en
el intervalo, tales que x; 1 x,, se cumple

que f(xi1) 1 f(x)

flx;) @ ===~

e,

$
bt

w
>
-
>
ha
o

Figura 3

Una funcidn f es decreciente en un
intervalo abierto (a, b), si para cualquier
x, y x, en el intervalo, tales que x1 1 x2,

se cumple que f(x1) 2 f(x2)

43
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e

y
f(x,)
(xy: fxq)) (0 F(x5)) Una funcion f'es constante en un
—o @ ¢ . . / . o
: : intervalo abierto (a, b), si para cualquier
f(xy) : : x, y x, en el intervalo, tales que x1 1 xa,
44 E E se cumple que f(x1) = f(x2)
—o + —o>
a Xq Xy b
Figura 5

Tomemos por ejemplo, la funcion f'cuya grafica se muestra en la figura 6:

Figura 6

f'es creciente en los intervalos (oo, —1) y (5, ®); es decreciente en el
intervalo (3, 5) y es constante en el intervalo (-1, 3).



1.2 Intervalos donde una Funcién es Creciente, Decreciente o Constante

S Escriba los intervalos donde crece, decrece o es constante la funcién g cuya
grafica es:

45

o -
==

i i
o

Figura 7

®  Escriba los intervalos donde crece, decrece o es constante la funcion de ele-
vacion E (figura 2):
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EJERCICIOS

1. Para cada funcién de la figura 8, indique los intervalos en los que es creciente,
decreciente o constante.

4 ol
i
: 4
2 >
/ \ / 7 , /
/, / 7
4 3 {-1:10 i1z 4\5 sJﬁ 8 = Y 2 _|uu 1T |2 ‘x
-1
¥ p
| a
4 | »
) i s
3 \ 4
i ;/ \ e
2
A )
TEBERRREPPTREPR 4\5 \ :
5 5 M\l |2 -140 1 2 [afaifs [e]r
o S 7 a
A %1
4’ 4
3 3 -
2 \ [ 2 \\
AN g3 A
5-:-3-2-100123455\7 s 15 4 -ziﬂo!zaas
=1 =1
/ 2 x| \VAR
4 \. -3
4 |l

Figura 8
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II. En cada caso, dibuje la grafica de una funcion que tenga como dominio los nu-
meros reales y que cumpla las condiciones pedidas:

1) Que sea decreciente en el intervalo (1,00) y creciente en el intervalo
(—oo,1).
2)  Creciente en el intervalo (—3,2) y constante en el intervalo (2,6).

47

3) Creciente en los reales positivos, decreciente en los reales negativos y
0)=2.

4) Decreciente en —5 < x < 1, creciente en 3 < x <7, f(—5)=4,
f(3)=-2yf(5)=2

II1. Preguntas de seleccion multiple con multiple respuesta:

Si 1y 2 son correctos marque A
Si 2 y 3 son correctos marque B
Si 3 y 4 son correctos marque C
Si 2 y 4 son correctos marque D

1) De la funcion £, cuya grafica esta en la figura 9, es correcto afirmar:

4 ¥
3
2 14 . .
1 X 1. Es creciente en el intervalo (—o0, —2).
0 x, 2. Elrango es el intervalo (—o0,3 .
5 la 2 .o 1 [2 |3 5 |6 .
= N 3. Es constante en el intervalo (2, ).
2 \ 4. fix)=0,parax=3.
-4

Figura 9
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2) De la funcion g, cuya grafica esta en la figura 10, es cierto que:

)
kg 4
3 g o]
18 0 2 1. Es constante en el intervalo (-4, 1).
1
TEERF R T E S 2. El dominio de g es el intervalo [-6, 5).
// '2 3. Esdecreciente en el intervalo (1, 5).
i 1 =31
= 4. g(x)=3parax=3.
£
yAREP
Figura 10
Tabla de respuestas
Pregunta A B C D

1
2




1.3 FUNCION LINEAL
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En la actividad inicial expresabamos el volumen v como una funcion del tiempo #:
v(t) = 2t + 3. Nos ocuparemos ahora de funciones como esa.’

Una funcién que puede escribirse en la forma
f(x) = mx + b, donde m y b son constantes, es una
funcion lineal. La grafica de una funcion lineal es una

linea recta.

1 Antes de continuar con el estudio de las funciones lineales es importante hacer una revision de como trazar la gréfica co-
rrespondiente a una ecuacion lineal en dos variables y el proceso contrario, cémo conseguir la ecuacion correspondiente a una
recta del plano.
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Algunas caracteristicas de las funciones lineales las identificaremos considerando los
siguientes ejemplos:

Ejemplo 1

Solucion
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& Haga la gréfica de cada funcidn lineal; determine dominio, rango y cortes con
los ejes

1) g(x)=—x+2 2) k(x) =—4

52 3)I(x)=x 4)ym(x)=2x—3

1) 2)

&
n
L

&
[
=]
~
@
=
@
&
n
ES
&
[

S N S AN N T T TR P T
>

T N S N N TR T TR P T
>

Figura 4 Figura 5

3) 4)

&
n
L

&
[
=
~
[
=
@
&
n
ES
&
[

T N S AN N T R T P T
>

T N N T T T P T
»

Figura 6 Figura 7
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1.3 Funcién Lineal

& Escriba las palabras decreciente, creciente o constante en las casillas de la ta-
bla 1, seglin corresponda.

Funcion lineal f(x) = mx + b

m2 0 53

m=20

m10

Tabla 1

Ejemplo 2

La escala de temperatura Fahrenheit (F) se puede expresar como una funcion li-
neal de la escala Celsius (C). Una temperatura de 10 °C corresponde a 50 °F y una
de 25 °C corresponde a 77 °F.

a) Escriba a F como una funcion de C
b) (Qué interpretacion puede darse a la pendiente y al intercepto con el eje F?
c) La temperatura de ebullicion del agua es de 100 °C, ;a cuantos °F equivale?

d) (A qué temperatura las dos escalas marcan el mismo ntimero?

Solucion

a) F=mC+b

Los puntos (10, 50) y (25, 77) pertenecen a la grafica de ¥
Pendiente: m = -~ -0 - 27 _ 9
: 25-10 15 5

Remplazamos F =50, C=10, m = %enF= mC + b: 50 = %10+b
50—-18=5b
b=3

2
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De acuerdo con la Ley de Charles, la presion P, medida en pascales, de un vo-
lumen fijo de gas, esta relacionada linealmente con la temperatura 7, medida
en grados Celsius. En un experimento se encontré que cuando, 7'= 30, P=80
y cuando 7= 60, P = 100.



1.3 Funcién Lineal

a.  Exprese la presion P como funcion de la temperatura 7.

b. Haga la grafica de la funcion P.

VARIACION DIRECTA

Una persona camina en linea recta, con rapidez uniforme, a razén de 2 metros por
segundo a partir de cierto lugar. La distancia que la separa de ese lugar la podemos
expresar como una funcion del tiempo en la forma d = 2¢. Es frecuente expresar la
relacion entre distancia y tiempo diciendo que la distancia varia en forma directa con
respecto al tiempo; con esto se quiere decir que si el tiempo (transcurrido desde que
sale de ese lugar) se duplica, entonces la distancia recorrida se duplica, si el tiempo se
triplica la distancia se triplica, etc. (si x crece, y crece).

S Haga la grafica de la funcion d = 2£,1= 0

d

&
IS
&
[}

S e N T N T
-

Figura 8

UNIDAD i-

55



-1

Pensamiento Matemdtico

Si una funcidn lineal es de la forma y = mx entonces
decimos que y varia en forma directa con respecto a
X o que y es directamente proporcional a x; m es la
constante de proporcionalidad. La gréfica es una recta
que pasa por el origen.

56

D

I. De las siguiente funciones, identifique cudles son lineales; para las que lo sean,
haga su grafica, determine el dominio, rango, cortes con los ejes, y si es una fun-
cion creciente, decreciente o constante.

D flx)y=x—2 2) g(x) =3

3) g(x) =—x 4) h(x) = 2x*+3x — 1

5) h(x) = 2E2 6) flx)= 3% — 2,5 ~3<x<6
7 f(x)=—2x+1 8) g(x) = cosx

9 g(x)=yx—3 10) f(x)=0,si—2<x<5

11) h(x) = & 12) h(x) = —5x+%-m—3<x<3

II. Forme las parejas correspondientes a la ecuacion y su grafica:

D flx) = ——x—3() 2) flx) = ——x+3()



1.3 Funcién Lineal

2
5) fx) =2x~3( ) 9 fix)=-3( )
a) b)
3 3y
2 Z
: 1
0 X
0 2 b s Bz .o 2 5 4
s d Bl h o 2 pls g
| <3
2 ~
=3 -4 .
i) - \
-5 A .
9) d)
sy 5y
2 N | 4
N
1
[i] X
I 1-10 1 2 |3 15 6 2 \\
1
-2 .
g 0 = X
3 sfepofr oo s 6
//4 =
g 2
6 -3
Figura 9

III.Problemas sobre variacion directa:

1)  Suponga que y varia directamente con x. Cuando x =3,y =9. Halle y cuan-
dox=12.

oo

57
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2)

3)

IV.

Tres galones de gasolina cuestan $24 000. Exprese el costo C de una
compra de gasolina como una funcion de la cantidad x de galones com-
prados.

Considere latas cilindricas con la misma base. El volumen de una lata es
proporcional a la altura de la misma. Si el volumen de una lata es 300
cm?® cuando su altura es 11 cm, halle el volumen de una lata de 16 cm de
altura.

Para los ejercicios del 1 al 3 tenga en cuenta:

Si 1 y 2 son correctos marque A
Si 2 y 3 son correctos marque B
Si 3 y 4 son correctos marque C
Si 2 y 4 son correctos marque D

1) De la funcién f(x) =—3x + 2, es correcto afirmar:

1. la grafica de f'es una recta.

2. la grafica corta el eje y en el punto (0, 2).
3. esuna funcidn creciente.
4

A5)=6.

2) Dela funcion g(x) = Sx — 1, es cierto que:

la grafica de g es una recta cuya pendiente es m = %

1

2 g(x)=—3parax=—%

3. la grafica corta al eje x en el punto (—%, O>
4

es una funcion creciente.



1.3 Funcién Lineal

3) Dados los puntos (-2, 2), (4, —2), y & la funcion cuya grafica es la recta
que los une, es correcto afirmar que:

1. la grafica de 4 intercepta al eje x en el punto (2, 0)
—_2 2
h(x) =—5x+ 3

la pendiente de la recta es %

= N

la funcidn es decreciente.

Tabla de respuestas

Pregunta A B C D

1

V. Problemas

1) Al ascender el aire seco se enfria y expande. A nivel del suelo la tem
peratura es de 24 °C, y a una altura de 800 metros es de 16 °C.

a. [Escriba la expresion que modela la temperatura 7 (en °C) como
funcion de la altura / (en kilémetros). Suponga que la relacion
entre 7'y 4 es lineal.

b.  ;Qué representa la pendiente?

c. Haga la grafica de la funcién 7.

d. (Cual es la temperatura a una altura de 1.5 km?

UNIDAD i-
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2) Un antropo6logo puede usar la funcion lineal para estimar la estatura de

un hombre o de una mujer, dada la longitud del humero, el hueso del
codo al hombro.

La estatura, en centimetros, de un hombre adulto con un humero de
longitud x, en centimetros, esta dada por la funcion:

H(x) = 2.89x + 70.64

La estatura, en centimetros, de una mujer adulta con un htimero de
longitud x, en centimetros, estd dada por la funcion:

M(x) = 2.75x + 71.48

Un humero de 26 cm fue encontrado en unas ruinas. Asumiendo que
era de una mujer, ;qué estatura tenia ella? Compare el resultado si se
asume que era de un hombre. ;Cual es el dominio de la funcién A?

Para los problemas 3 y 4 tenga en cuenta la siguiente informacion:
Costo fijo (gastos generales): es la suma de todos los costos que son inde-
pendientes del nivel de produccion, por ejemplo, alquiler y seguros. Este

costo se debe pagar independientemente de que se produzca o no.

Costo variable: es la suma de todos los costos dependientes del nivel de
produccion, por ejemplo, salarios y materiales.

Costo total: es la suma de los costos variable y fijo:

Costo total = Costo variable + Costo fijo



3)

4)

1.3 Funcién Lineal

Ingreso total: es el dinero que se recibe por la venta de un producto.

Ingreso total = (precio por unidad) (nimero de unidades)

Utilidad (o ganancia): es el ingreso total menos el costo total.

Utilidad = ingreso total — costo total

El costo de cada camisa es de $2 000 y los costos fijos de produccion son
$800 000. La capacidad maxima de produccion de la fabrica es de 1 500

camisas.

a. Escriba una funcién que modele el costo de produccion C de # camisas.
b. Determine el dominio de C

c. Halle C(570).

d. ;Cuantas camisas se producen si el costo es de $ 2 670 000?

Los costos de capital de una empresa son altos por los elementos que du-
ran mas de un afio y pierden el valor o se desgastan con el tiempo. Ejem-
plos de estos son los equipos y muebles. El valor de estos declina o depre-
cia (baja), con el paso del tiempo. Una forma de calcular la depreciacion
es con el método de la linea recta, usando el valor inicial y estimando la
vida util del activo. Suponga que un software adquirido en enero de 2008
por un valor de 1 500 000 pesos, en noviembre de 2008 se estimo su valor

en 850 000 pesos.

a. (Cual es el valor con que se deprecia por mes dicho software?

b. Escriba la expresion que modela el costo C del software en funcion de
t, medido en meses.

c. Encuentre el intercepto con el eje horizontal (¢). {Qué significa?

d. Haga el grafico de la funcion C(?).

UNIDAD i-
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5)

El encargado de un puesto de venta encuentra que el numero de gaseosas
que vende cada semana depende del precio de cada una. Si el precio es de
$2 000, vende 750 gaseosas; por cada aumento de $150 en el precio de la
gaseosa, vende 90 gaseosas menos cada semana.

a. ¢Cuantas gaseosas vende si el precio se aumenta en $450, y cuantas si
el precio se disminuye $300?

b. Escriba el modelo lineal que relaciona el nimero de gaseosas vendidas
Ly el precio p de cada una.

c. (Cual es la pendiente y qué representa?
(Qué representa el intercepto con el eje y?

(Cuadles son los costos fijos y los costos variables?



1.4 FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS
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En ocasiones, la definiciéon de una funcion requiere de varias instrucciones como lo
ilustra la siguiente situacion:

La tarifa para entrar a un espectaculo es de $10 000 para menores de edad y de $15 000
para mayores de edad. Consideremos la tarifa 7 como una funcion de la edad x de una
persona. La gréfica de 7 se muestra en la figura 1:

17500 Tarifa: T
15000 P
12500
00004 o~
N S
7500
5000
2500

Figura 1
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Podemos definir la funcién T asi:

10000 si 0L x118
(x) = | .
15000 si x=18

La funcidn anterior esta definida a trozos o por partes.

Una funcion f esta definida a trozos si en diferentes
partes de su dominio estd definida con expresiones

distintas.
emp
4 71Y
¥
O 6 e
2 5
1 4 g
0
a [ 2 [ o v |2 |3 |a 3
=1
2.
-2
1
5
% 0
-2 -1_ o1 [2 (3
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Defina a trozos las funciones cuyas graficas se muestran en la figura 3:

Figura 3
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Ejemplo 2

Solucion

Ejemplo 3




1.4 Funciones Definidas a Trozos

Solucion

UNIDAD
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Coordenada del punto | 0 2 | 2| 4|4
D 0 2 | 2] 4| 4
y
.4\ :
S[7@ ==l
>
1
4 13 o I P
4




1.4 Funciones Definidas a Trozos

Resuelva la ecuacion: | y | = 4

Los ejemplos 1 y 3 muestran funciones cuyas graficas estan formadas por segmentos
horizontales en las cuales se han utilizado dos o mas instrucciones (se han definido a
trozos). No siempre se requieren varias instrucciones para definir una funcion cuya
grafica esté formada por varios segmentos como se aprecia en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 5

UNIDAD
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Grafica de la funcién mayor entero:

©
)
Ao

—
QO
i
el

%
1
[1S]

*—&
£
A

A

Figura 8

Notemos que solo se requirié de una instruccion para definirla y su grafica consta
de infinitos segmentos.
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EJERCICIOS
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25 aF 3 Si x1-2
5 glx)=1-3 si. —2<x=<2
—x+4 si x22

72 III. Escriba el dominio y el rango de las funciones cuyas graficas se muestran; luego
defina, a trozos, cada una:

1
) 5
i 4 i
-
2
/ 1 g
N
0 X
e fs f2 B Jo v [2 [aN# |5
-1 M,
/ 3
3
Figura 9
2) y
4
3
2 h
1
X
0 & [\ [ o J2 [+ e
&1
2
-3

Figura 10
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3) J
et /]
: !
| g g "
0l o O ol
N
| ; N
vV -d:r
Figura 11
IV.Problemas:

1) EI cargo basico en la facturacion del servicio de agua en una ciudad es de
$5 000. Para un consumo no superior a 20 metros cubicos se cobra el metro
cubico a $2 000. Los metros cubicos que se consuman por encima de 20 se
cobran a $3 000 cada uno.

a)
b)

c)

d)

(Cual es el valor a pagar si hubo un consumo de 16 metros ctibicos?
(Cual es el valor a pagar si hubo un consumo de 24.5 metros cubicos?
Exprese el costo C en la facturacion como una funcion del numero de me-
tros cubicos x consumidos.

Haga la gréfica de la funcion C.

2) En cierta ciudad la carrera minima en taxi cuesta $4 000 la cual corresponde
a recorridos de 50 unidades o menos (cada 100 metros recorridos el taximetro
avanza una unidad); por cada unidad mayor que 50, se cobra $70.

a)

Exprese el costo de una carrera como funcién de la cantidad de unidades
marcadas por el taximetro; indique el domino.

UNIDAD i-
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3)

1)

b) ;Cuanto se debe pagar por un recorrido de 96 unidades?

c¢) Trace la grafica de la funcion.

d) Siel costo de una carrera fue de $11 000, ;cuantas unidades marcd el taxi-
metro?

La tarifa, por persona, en un hotel es la siguiente: si el numero de noches de hos-

pedaje es menor o igual a 3, se paga $50 000 por cada noche; la noche adicional

vale $40 000.

a) (Cuanto paga una persona de hospedaje por 2 noches?, ;por 5 noches?,
(por 9 noches?

b) Exprese el valor a pagar como una funcion de la cantidad de noches de
hospedaje.

c) Trace la gréafica de la funcion.

d) ;Cuantas noches se hospedd una persona que pagé $390 000?

. Preguntas de seleccion multiple con tinica respuesta:

La funcion f'que define la grafica que se muestra en la figura 12, es:

Ty

Fa !
L
N

"y
/{‘

N\ /
1 AN
0 X
5 4/ |2 [ [o [+ [2 s 5
A
N\
2 N\

Figura 12
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1.5 TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

Las funciones lineales que vimos en las secciones anteriores son de facil representa-
cion en el plano cartesiano ya que solo requieren de dos puntos. Veremos ahora fun-
ciones que requieren de mas puntos para trazar sus graficas.

Una técnica muy util para trazar la grafica de una funcidn consiste en examinar si se
puede obtener a partir de la grafica de una funcién ya conocida mediante ciertas trans-
formaciones geométricas.

Al efectuar una transformacion geométrica a la grafica de una funcidn, lo que resulta no
es siempre la grafica de alguna funcién. En la figura 1 se muestra la grafica de una fun-
cion f; en la figura 2 la grafica obtenida al hacer una traslacion de la grafica de £, y en la
figura 3 la obtenida al realizar una rotacion de la grafica de f. {Cual de esas transforma-
ciones produce la grafica de una funcién?

L3

B

Figura 1 Figura 2 Figura 3

UNIDAD i-
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Veremos en esta seccion algunas transformaciones geométricas que convierten grafi-
cas de funciones en graficas de nuevas funciones, cuyas ecuaciones se obtienen reali-
zando operaciones algebraicas sencillas.

[lustraremos las transformaciones que veremos con el efecto que producen en la grafi-
/8 ca de la funcidn que aparece a continuacion:

-1

Figura 4

& Compruebe que la grafica de la figura 4 corresponde a la funcion:

f(x)=%x+3,—2§x§4

S Determine el dominio y rango de f.
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1.5 Transformaciones de Funciones

1.5.1 DESPLAZAMIENTOS VERTICALES

y

4 19

Figura 5

S Dibuje en la figura 5 el segmento P’Q’ que se obtiene al desplazar 2 unidades
hacia arriba el segmento PQ.

& Determine las coordenadas de P’y de Q.

& Defina algebraicamente la funcidon g cuya grafica es el segmento P’Q’; indi-
que dominio y rango de g.

S Compruebe que las ecuaciones correspondientes a /'y a g cumplen la relacion:

g(x) = flx) +2.
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La siguiente propiedad nos dice como encontrar, de manera inmediata, la ecua-
cién de la funcion g correspondiente a un desplazamiento vertical de la grafica de

una funcidn f'.

Sea y = f(x), y ¢ un nimero real

80
DESPLAZAMIENTO VERTICAL DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION

Sea ¢ un numero positivo. Al despla-
zar c unidades hacia arriba la grafica
de la funcion f'se obtiene una funcién
g cuya ecuacion es g(x) = f(x) + ¢

ol
~
»0
’,
,
P
<
w @
T
! AR, ]
~
.
.
~
S
~
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.
s
’
s
’
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’
#
S
£
’
Fi
’
’
~
S
-
RS

o

N
L

Sea ¢ un numero positivo. Al despla-
zar ¢ unidades hacia abajo la gréfica
de la funcion f'se obtiene una funciéon
g cuya ecuacion es g(x) = f(x) —c

&  Los enunciados reciprocos de los anteriores también son ciertos. Escribalos.
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1.5.2 DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES

y

Q

5 /.
82 E

Figura 7

& Dibuje en la figura 7 el segmento P’Q’ que se obtiene al desplazar 3 unidades
hacia la derecha el segmento PQ.

& Determine las coordenadas de P’y de Q.

& Defina algebraicamente la funcidon g cuya grafica es el segmento P’Q’; indi-
que dominio y rango de g.

& Compruebe que las ecuaciones correspondientes a /'y a g cumplen la relacion:

g(x) = flx = 3).



1.5 Transformaciones de Funciones

La siguiente propiedad nos dice como encontrar de manera inmediata la ecuacion
de la funcion g correspondiente a un desplazamiento horizontal de la grafica de
una funcidn f:

Sea y = f(x), y ¢ un nimero real

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION

z‘\".\
7 A g s
I, ;
# !
s ¢ I
;,_,_.-.- P “ "
et o
~
R
x\
Sea ¢ un nimero positivo. Al desplazar Sea ¢ un nimero positivo. Al despla-
c unidades hacia la derecha la grafica zar c unidades hacia la izquierda la
de la funcion f'se obtiene una funcioén g grafica de la funcion f'se obtiene una
cuya ecuacion es funcién g cuya ecuacion es

g)=f(x-0) g =f(x+o

UNIDAD i-
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4

1.5.3 REFLEXION DE UNA GRAFICA EN LOS EJES COORDENADOS

Primero reflejemos una grafica en el eje x:

Figura 9




1.5 Transformaciones de Funciones

S Dibuje en la figura 9 el segmento P’Q’ que se obtiene al reflejar el segmento
PQ en el gje x.

&N  Determine las coordenadas de P’y de Q.

85

& Defina algebraicamente la funcidn g cuya grafica es el segmento P’Q’; indi-
que dominio y rango de g.

& Compruebe que las ecuaciones correspondientes a f y a g cumplen la rela-
cion: g(x) =—f(x)

Ahora reflejemos una grafica en el eje y:

Figura 10
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& Dibuje en la figura 10 el segmento P’Q’ que se obtiene al reflejar el segmento
PQ en el eje y.

86

& Determine las coordenadas de P’y de Q’

& Defina algebraicamente la funcidén g cuya grafica es el segmento P’Q’; indi-
que dominio y rango de g.

&  Compruebe que las ecuaciones correspondientes a /'y a g cumplen la relacion:

g(x) =f(—x)

La siguiente propiedad nos indica como encontrar de manera inmediata la ecuacion de
la funcién g correspondiente a un reflejo en el eje x o en el eje y de la grafica de una
funcién f.

Sea y = f(x)



1.5 Transformaciones de Funciones

REFLEJO DE UNA GRAFICA EN LOS EJES COORDENADOS

~
o
,

-
a0

o

Al reflejar la grafica de la funcion
f en el eje x se obtiene la grafica
de una funcién g cuya ecuacion es

g(x) =—f(x)

Ejemplo

Solucion

Al reflejar la grafica de la funcion
f en el eje y se obtiene la grafica
de una funcién g cuya ecuacion es

g(x) =f(—x)

UNIDAD
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1.5 Transformaciones de Funciones

1.5.4 ALARGAMIENTO O COMPRESION VERTICAL

Comenzamos con un alargamiento vertical: y
10

89

=1

= - o o =3 jen =2

Figura 13 il K}

S Dibuje en la figura 13 el segmento P’Q’ que se obtiene cuando la segunda
coordenada de cada punto (o coordenada y) se multiplica por 2.

S  Determine las coordenadas de P’y de Q’.

& Defina algebraicamente la funcidn g cuya grafica es el segmento P’Q’; indi-
que dominio y rango de g.

&  Compruebe que las ecuaciones correspondientes a /'y a g cumplen la relacion:

g(x) = 2f(x)
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Ahora una compresion vertical.

[y
5 /Q
4
90 3
P ./ 3
1
0 X
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1

Figura 14

% Dibuje en la figura 14 el segmento P’Q’ que se obtiene cuando la segunda
coordenada de cada punto (o coordenada y) se divide por 2.

&  Determine las coordenadas de P’y de Q’.

& Defina algebraicamente la funcidn g cuya grafica es el segmento P’Q’; indi-
que dominio y rango de g.

& Compruebe que las ecuaciones correspondientes a /'y a g cumplen la relacion:

g(x) = A(x)



1.5 Transformaciones de Funciones

La siguiente propiedad nos indica como encontrar de manera inmediata la ecuacidon
de la funcion g correspondiente a un desplazamiento vertical de la grafica de una

funcidn f.

Sea y = f(x), y ¢ un numero real

ALARGAMIENTO O COMPRESION VERTICAL

Al multiplicar la coordenada y de
cada punto de la grafica de una fun-
cién fpor un numero ¢, ¢ 2 1, se
obtiene la grafica de una funcion g
cuya ecuacion es g(x) = cf(x)
La nueva gréfica es un alargamien-
to vertical de la anterior.

Al multiplicar la coordenada y de
cada punto de la grafica de una fun-
cién fporun nimeroc, 0 L ¢ 1 1,
se obtiene la grafica de una funcioén

g cuya ecuacion es g(x) = cf(x)
La nueva gréfica es una compresion

vertical de la anterior.

UNIDAD i-
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1.5 Transformaciones de Funciones

6
5
f(z) = |fz| 4
3
2
1

=
1
&
==
—| 7
.!V
/
(%]
=
=
>

2
Figura 16
S Dada la funcién h(x) =—3x + 6 grafique las siguientes transformaciones:
a. y = 3h(x) b y= %h(x)

1.5.5 ALARGAMIENTO O COMPRESION HORIZONTAL

Primero un alargamiento horizontal:

y
: _pp

Figura 17
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& Dibuje en la figura 17 el segmento P’Q’ que se obtiene cuando la primera
coordenada de cada punto (o coordenada x) se multiplica por 2.

S Determine las coordenadas de P’y de Q.

9%

& Defina algebraicamente la funcidn g cuya grafica es el segmento P’Q’; indi-
que dominio y rango de g.

&  Compruebe que las ecuaciones correspondientes a /'y a g cumplen la relacion:

g(x) =f(7%)

Ahora una compresion horizontal:

Figura 18
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1.5 Transformaciones de Funciones

& Dibuje en la figura 18 el segmento P’Q’ que se obtiene cuando la primera
coordenada de cada punto (o coordenada x) se divide por 2.

S Determine las coordenadas de P’y de Q.

95

& Defina algebraicamente la funcidn g cuya grafica es el segmento P’Q’; indi-
que dominio y rango de g.

&  Compruebe que las ecuaciones correspondientes a /'y a g cumplen la relacion:

g(x) = f(2x).

La siguiente propiedad nos indica coémo encontrar de manera inmediata la ecuacion de
la funcién g correspondiente a un alargamiento o compresion horizontal de la grafica
de una funcion f.
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Sea y = f(x), y ¢ un nimero real

ALARGAMIENTO O COMPRESION HORIZONTAL

96 Q

Al multiplicar la coordenada x de
cada punto de la grafica de una fun-
cion fpor un numero ¢, ¢ 2 1, se
obtiene la grafica de una funcion g
cuya ecuacion es g(x) = f(%x)
La nueva grafica es un alargamien-
to horinzontal de la anterior.

Al dividir la coordenada x de cada
punto de la grafica de una funcion
Jfpor un nimero ¢, ¢ 2 1, se obtie-
ne la grafica de una funcién g cuya
ecuacion es g (x) = f(c x)

La nueva grafica es una compresion
horizontal de la anterior.

Ejemplo

Dado f(x) =|x |, graficar las siguientes funciones:

a) y = f(2x)

b) y =f(%x)

a) La transformacion corresponde a una compresion horizontal a la mitad:

y =f(2x) =|2x]|



1.5 Transformaciones de Funciones

N(2.4) 4] (2 4), -
4. 4) 4 4.4

f(a) = |4 2

<4

5 y
\ al | o) lel
4, INJ2.2) 5| (22 /1.2)
\2 X
5 4 13 (2 -1-10 1 12/ 138 @& |5

Dada la funcién h(x) = 2x — 1 grafique las siguientes transformaciones:

a. y = h(3x) b. y= h(%x)

UNIDAD
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Conviene familiarizarnos con las graficas de algunas funciones bdsicas, las cuales se
utilizan con bastante frecuencia:

FUNCION CONSTANTE FUNCION IDENTICA
sTy Ty
4  f@) ==
(-2, 2.5) 3 (3, 2.5) 3
@ 4 1
(1,1)
2 X
4 Rt 4 3 2 - on T2 3 %
0 R *
4 3 iy o 0 4 2 & 4 2
-2, -2)
-1 2
-4
Figura 21 Figura 22
FUNCION CUADRATICA FUNCION CUBICA
Ty 4Ty
5 a
(-2, 4) 4 2.4 2 Feey =’
3 . 1 (1N
fz) =2 X,
£ 4 a3 2 /0Jo) 1 2 3 4
(-1, 1) 1 (1, 1) (-1,-1) -1
X
3 3 2 a0 1 2 3 % =
-1
2

Figura 23 Figura 24



1.5 Transformaciones de Funciones

FUNCION RAIZ CUADRADA FUNCION VALOR ABSOLUTO
5/\ y 6 y

3 f(z) =v=

(4.2)

(1. 1)

Figura 25 Figura 26

1.5.6 TRANSFORMACIONES SUCESIVAS

Después de realizada una transformacion a la grafica de una funcién, se puede reali-
zar otra transformacion a la nueva grafica y asi sucesivamente. El orden en que se van
realizando las transformaciones estd implicito en la escritura, comenzando por lo indi-

cado en el paréntesis.

Ejemplo 1

Describa como se puede obtener la gréafica de cada una de las siguientes funciones
a partir de la grafica de la funcion f.

Q) y=—5flx—4)+6

b) y=%f(—x)—3

99
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Solucion

Ejemplo 2

Solucion




Ejemplo 3

1.5 Transformaciones de Funciones

1

2

1) file)

UNIDAD
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En un solo plano cartesiano:

102

i1 0N

Figura 28

S  En la tabla se presentan transformaciones particulares de una funcién. Des-
cribalas verbalmente.

a la grafica de la funcion y = f(x)

Para trazar la grafica de
la tenemos que

1 y=fx)+2 desplazar 2 unidades hacia arriba
2 y=flx) =2
3 y=flx+2)
4 y=fx—2)




1.5 Transformaciones de Funciones

6 y=f(—x)
7 y =2 flx)
8 y=;ﬂ@
9 y = f(2x)
10 y=f(;x>

Tabla 1

RESUMEN

& FElabore una tabla resumen de las transformaciones estudiadas en esta seccion:
si conocemos la grafica de y = f(x),

Para trazar la a la grafica de la funcion y = f(x)
grafica de la tenemos que
1 = f(x) + ¢ desplazar c unidades hacia arriba, si ¢ > 0
Y y ¢ unidades hacia abajo sic <0

2 y=flx+c)

3 y =—f(x)

4| y=fl-x)

5 y = cf(x)

6 y = flcx)

Tabla 2

UNIDAD i-
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I.  Suponga que se da la grafica de una funcidn f. Describa cémo se puede
obtener la grafica de cada una de las siguientes funciones a partir de la

grafica de f:

104
1. y=flx—28)
5 y=fx)+7

3 y=—flx+6)

4. Y =f(2x) =5

5. y=flx+11)=2

6.y=—%fx—®

7. ==3f(—x)+ 1

8. y=f(%x>—8

II.  Se dala descripcion verbal de las transformaciones que se realizan a partir
de la gréafica de cada funcion. Haga la grafica y escriba la ecuacion que re-
presenta dichas transformaciones:




I1I.

1.5 Transformaciones de Funciones

Funcién: y = x°; desplazar 3 unidades a la derecha, reflejar en el eje
x y subir 4 unidades.

Funcién: y = | x |; reflejar en el eje x, alargar verticalmente al doble y
bajar 6 unidades.

Funcién: y = x°; reflejar en el eje y, acortar verticalmente a la mitad
y reflejar en el eje x.

Funcién: y = /; ; desplazar 4 unidades a la izquierda, reflejar en el
eje x, alargar verticalmente al triple y subir 6 unidades.

Funcién: y = x°; desplazar 2 unidades a la izquierda, reflejar en el eje
x, alargar horizontalmente al doble y bajar 3 unidades.

Describa como se puede obtener la grafica de cada funcion a partir de una
de las graficas de las funciones basicas (figuras 21 a 26 de esta seccion).

1)
3)
5)
7)
9

11)

h(x)=(x—2)}+5 2) flx)=—2|x—4]
g(x)=—yx+3 -1 4) h(x)=3x+1

f = 31x|-3 6) g()=1(x—1y
g(x)= 12" =6 8) fx)=- /x4
flx)=2/—-x+3 10) g) =—2(x+3)*
hx)=|x+2|-1 12)  h(x) =2(x+3)°

UNIDAD i-
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IV. La grafica de la funcidon g se muestra a continuacion,

y
4
3 g
2
106
0 x
5 |4 2 /11 |0 1 2 |3
-1
\/ ,
3
Figura 29

Trace la grafica de las siguientes funciones:

1) flx) =—g(x+3) 2) flx) = Jg(x) =3
3) flx) =—g(=x) +3 9 flx)==2g(x~3)
) fx) = glx+3) =2 6) fx) = g(~2x) +3

V. Elpunto P =(2,5) estd en la grafica de y = f(x); en qué punto se trans-
forma P de acuerdo con cada transformacion:

) y=2f(x)
2) y=flx+2)—-3
3) y=—f(—x)

4y y=—f(x=3)+4
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1.5 Transformaciones de Funciones

VI. La gréfica de la funcion f(x) = | x | pasa por los puntos (-2, 2), (0, 0), (3, 3).
(Con qué transformacion la grafica que se obtiene pasa respectivamente
por los puntos (0, 1), (2, 3), (5, 0)?

VII. En la figura 30 se muestra la grafica de y = f(x). Relacione cada una de

las ecuaciones con su grafica: 107
sl Y
9
b 4 \\
a / 3
\\ 2 \\
1 d M
/ 0 N X
10 |9 |8 |7 |6 -4 -2 -1_10 2 |3 (4 |5 8 |9
-2 h\\
3 o f
e\\ -4
-5
Figura 30
Dy=f)+2 () ) y=flx=4)-4 ()
3) y =5 f(x) () 4) y = f(x +10) ()
5) ¥ =—fx) () 6 y=2/(-x)=3 ()
) y=—f—x)—1 ()
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VIIL Dadas las funciones f(x) = x>, g(x) = /x, h(x) =x, m(x)=|x|y
p(x) = x°. Halle la ecuacién correspondiente a cada una de las siguientes

transformaciones.

) y=2f(x+1)
3) y=—4h(x—2)
5 y=px-1)
7) y=h(—4x)—1
9) y=—-2p(x)—4

11) y=h(x+1)+2

13) y= —m(%x)

IX. Trace la grafica de cada funcién:

H fAx)=(x—-2)+3

3) flx)=—|x[+2

2) y=gx—-1)+3
4) y=m(2x)~-3
6) y=f(2x)—3
8) y=—2m(x)+1
10) y=—2g(3x)

12) y=f{—x)+2

14) y=—g(—3x)

2) fix)=(x+4)y -3

4) flx)y=—yx+2
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1.5 Transformaciones de Funciones

5) flx) =—2(x+2)’ 6) flx)=—(x—4)’

7 f)=—/-x+2 8) f(x)=2[x—3]

9) fla)=7x'+3 10) flx)=3Vx+4 v
1) Ax)=—7]x+1|-3 12) flx)=—3(x+2)}—1

X. Exprese la funcién g en términos de la funcion f:

1) 2)
[.” ! \LL P
vBEn e
J 1] Xl |F
Al 1
[ |V o) £ o X
I ) x, la |2 -1_10 1 2/3 4 s\s
5 1 a2 _10 1 [2 3 [a il »
| . p
1. J U \

Figura 31 Figura 32
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1.6 Operaciones con Funciones

1.6 OPERACIONES CON FUNCIONES

ACTIVIDAD INICIAL

& Se tiene una caja cuyas dimensiones se muestran en la figura 1. El cm? de ma-
terial que se utiliza para construir las caras laterales cuesta $5 mientras que el
de la base o la tapa cuesta $6.

30 cm

4 30 cm

30 cm

Figura 1

1) (Cual es el costo del material, C,, utilizado para construir las caras laterales?

2) (Cudl es el costo del material, C,, para la base y la tapa?

3) (Cual es el costo total del material, C, para toda la caja?

UNIDAD i-
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& Consideremos una caja cubica de arista x (figura 2) con los costos de materia-
les como en la actividad anterior.

112

ﬁ_—_—_—_

~

X
Figura 2

4) Exprese C, en funcion de x.
5) Exprese C, en funcion de x.
6) Exprese C en términos de las funciones C,y C,.

7) Exprese Cen funcion de x.

Con las funciones C, y C, de la actividad anterior se definié una nueva funcién C que
es la suma de ellas: C=C, + C,. En general, si se tienen dos funciones /'y g, la funcion
suma de ellas, escrita f+ g, la definimos sumando las expresiones algebraicas de /'y g.

Por ejemplo, si: f(x) = Sx — 1, g(x) =—2x + 3, definimos f+ g asi:
(f+8)(x) =fx) + g(x)

=(5x—1)+(—2x+3)
=3x+2
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1.6 Operaciones con Funciones

Ejemplo

Dadas las funciones A(x) = 3x + 5,y #(x) = v/x + 4, halle:

(h+1)(5)

113
(h+1)(—8)

D (h+6)(5)=hn(5)+15)=(3(5)+5)+y5+4 =20+3=23
2) Observemos que en este caso h(—8) = 3(—8)+ 5 =—19, pero,

t( -8) = /— 8+4 = /— 4 , no es un numero real. En este caso, al no estar
definida 7 en —8, tampoco queda definida /# + ¢ en —8.

En el ejemplo anterior determinamos primero el dominio de las funciones 2y g; & esta
definida en los numeros reales, o sea en el intervalo ( —0,%0), mientras que ¢ lo est4
para los nimeros reales mayores o iguales que —4, o sea en el intervalo [ —4,%). La
funcién /4 + ¢ queda definida solamente para aquellos valores en los cuales /2 y ¢ estan
definidas simultdneamente, es decir, en la interseccion de sus dominios:

domh =(—ow,0)  domt=][—4,0)
dom(h +t)=dom hndomt = (—o0,00)N[—4,00) =[—4,00)

Dominio de t
P =———=xgDominiode h
7 6 5 4 -3 21 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
dominio de h N dominio de t = dominio de (h + t)

Figura 3
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Volviendo a las funciones f(x) = 5x — 1, g(x) =—2x + 3, conseguimos con ellas

otras funciones: la funcion resta, f — g, la funcion multiplicacion, fg y la funcion
division, i, efectuando las operaciones respectivas:

8
114 (f=8)(x) = flx) — g(x) (fg)(x) = flx)g(x)
=(5x—1)—(—2x+3) =(5x—1)(—2x + 3)
=5x—1+2x—-3 =—10x+ 15x +2x -3
=T7x—4 =—10x+17x—3
SNy~ Sx—1
(g>(x) B —§x+ 3

Las funciones anteriores se definen en la interseccion de los dominios, con la salvedad

de que para la division hay que excluir aquellos valores de x donde el denominador se
hace cero (en este ejemplo hay que excluir a %).

S Sif(x)=3x—2yg(x)=x>—3x, encuentre f + g, g~ f, fg, i, los domi-
nios y luego calcule: s
a) (f+g)(=3)=
b) (¢ —=/)0)=

o (f8)(2)=

d) (g)(—1)=
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1.6 Operaciones con Funciones

Operaciones con funciones
Dadas las funciones /'y g, determinamos primero el
dominio de cada una y definimos con ellas las funciones
suma, resta, multiplicacidn y division, denotadas
respectivamente f+ g, f—g, fg, %, asi : 115

(f+8)(x) = flx) + g(x)
(f = 8)(x) = flx) — g(x)
(fe)(x) = flx)g(x)

(=22

g g(x)

Estas tienen como dominio la interseccion de los
dominios de /'y de g, esto es: dom f N dom g; en la
division excluimos en el dominio los valores de x para
los cuales g(x) =0

I. Dadas las funciones g(x) =—3x + 4y h(x) = %x — 2, halle:
D (h+g)5)
2) (g—h)(-2)
3) (hg)(4)
) (2
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II. Dadas las graficas de las funciones f'y g, halle el dominio y rango de cada una
de ellas y estime:

116 7 ?\\f
J 1] A\ N
l 0 \ X
71-5432-1_101\2 4 |5 |6
¢ A
Fi;ura4
o (f+28)3) 2)  (g—1)2)
_ )\ _
) (fe-4) y (£)-2)
5 (L)@ 6 (f=8)X6)
7 (&)(0) 8 (g+/)(—6)
9 (g+/)(—1) 10) (f—g)(—3)
II1. Encuentre f+ g, g—1. fg, g,
f(x)=2x+35, g(x)=—3x+2
flx) = —%x -2, g(x) = %x + 4

f)==dx=3 g =dx+1
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1.6 Operaciones con Funciones

IV.Halle f+ g, f—g h + m, h—my el dominio de cada una:

f(x)=—x+2,si—2<x<4 g(x)=2x—1,si—2<x<4

117

h(x)=—%x+1,si—2§x§8 m(x)=%x—2,si—4§x§6

V. Represente graficamente, en el mismo plano, las funciones del ejercicio anterior
y trace la grafica que se indica en cada caso.

1) f+g 1) f-g
7| ¥ 101 Y
6 8
2 6
4
5 4
2 2
0 X 321 ]Jof1l213fa]s
Bzt ot J2]s[a]s 2
2 4
-3 _6
-4
-5 -8
-6 10

Figura 5
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2) h+m 2) h—m

y y

8 8

4 4

2 2

0 X 0 X
5 M |3 f2 [ fo [1 ]2 |3 [4 |5 |6 |7 |8 s 4 |3 f2 [ Jo (1 ]2 [3 J4 5 |6 |7 |8

2 2

-4 4

6 6

-8 -8

-10 10

Figura 6

VI. Utilice las graficas de las funciones f'y g, para trazar la grafica de

fteyf-g

7Y 4

[

5 ﬁf‘""‘h

4 5

3 P F f
f /">_ 4 \

2

: /1. \

0 X 2

-5 3 2 1 Jo |1 |2 [3 [4 |5 [6 ]
-1 g 1 r
0}

g s 5 & B |2 0 |1 3 |+ |5

-4 — A

2 il ]




1.7 COMPOSICION DE FUNCIONES

ACTIVIDAD INICIAL

En la vida real encontramos situaciones en donde una variable depende de otra y esta
a su vez depende de otra variable. Consideremos por ejemplo las escalas de tempera-
tura Fahrenheit, Celsius y Kelvin. La féormula C = %(F — 32) indica cdmo convertir
grados Fahrenheit (F) a grados Celsius (C); por otra parte, la formula K = C + 273 nos
dice cémo convertir grados Celsius a grados Kelvin (K).

& (A cuantos grados Kelvin equivale una temperatura de 50 grados Fahrenheit?

Consideremos las funciones /'y g, descritas verbalmente asi:
“f'es la funcidon que multiplica por dos y luego suma ocho”
“g es la funcién que multiplica por tres y luego resta catorce”

& Defina algebraicamente las funciones fy g:

UNIDAD i-
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Imaginemos las funciones /'y g como maquinas, formando un mecanismo como el
de la figura 1, en el cual al ingresar un valor como el 1 en la maquina f; esta lo trans-
forma en: 2x(1) + 8 = 10. EI 10 a su vez es recibido por la maquina g la cual lo con-
vierte en: 3x10-14=30-14=16

1 —)U—) 10 %U—) 16
f(1)=10 g(10) =16
Figura 1

Si ingresamos el 6 en la maquina f, esta lo transforma en 20, es decir, f{(6) = 20; en-
seguida, la funcidén g convierte a 20 en 46, es decir, g(20) = 46.

= —_ "
f(6) = 20 2(20) = 46

Figura 2
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1.7 Composicién de Funciones

S  Complete la tabla 1:

S/ g
1 |~ | 10 | -~ | 16
o] = = =] a8 121
4 —
11 — —

— —2 —

- — | 34
i — —>
2
5| - .
6

Tabla 1

Ahora construiremos una sola maquina que remplace el mecanismo anterior; esta ma-
quina tendréa que transformar el 1 en 16, el 6 en 46, etc.

Ejemplo 1

Indique como programar la maquina que remplace el mecanismo descrito al comien-
zo de esta seccidn y verifique el procedimiento con los valores de entrada 1 y 6.

Solucion

Expresamos primero en lenguaje algebraico lo que hacen las funciones /'y g:

T e
= ¢ =

ﬁz

Figura 3
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A la maquina o funcién del ejemplo 1 la llamaremos la funcion compuestade gy £, la
cual denotamos g ° f:

Figura 4

(g°f)(x)=6x+10

COMPOSICION DE FUNCIONES
La funcién compuesta /- g, de dos funciones [y g se
define: (/> g)(x) = /(g(x))
El dominio de /> g es el conjunto de todos los x en el
dominio de g tales que g(x) esta en el dominio de f.
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Ejemplo 2

123

Solucion
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Ejemplo 3

124

Solucion
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1.7 Composicién de Funciones
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=

o

fon

oy o

=

L e
2 L

&
@
&
(9

s IR

Utilice las gréficas de /'y g para encontrar:
g (8°)(=3)
by (fo8)=3)
o  (fN3)
a  (f-8)2)
o (8°8)(=6)
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1.7 Composicién de Funciones

Ejemplo 5

Solucion

127

Si h(x) = yx* — 1, exprese h como la composicion de dos funciones. Deter-
mine el dominio de cada una.

Ejemplo 6
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Solucion

128




1.7 Composicién de Funciones

D

Dadas las funciones f(x) = 4x + 3y g(x) = x* — 2x, halle:

) (f-8)3) 2) (g°f/)(—4)

3) (fo8)(=2) 4) g(f(4))

5) (f+8)(0) 6) 8(A7))

7) (fo8)x) 8) (g f)(x)
9 (fof)x) 10) (g-°8)(x)
En la figura 8 se dan las graficas de las funciones /2y g.
\ 7= O
4 |3 ‘ 1.?0 '1 2 [3 [a ax
8\;4 \»7

Figura 8

II.

Estime los siguientes valores funcionales:

1) (hog)(—2) 2) g(h(—2))
3) (g°h)(3) 4) g(g(4))
5) h(g(1)) 6) (heh)(2)

7) g(h(5)) 8) (g°8)5)

oo

129
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III. Con la informacion de la tabla 2 halle los valores funcionales indicados:

X fx) g(x)

2 -1 -3

5 2 -1

-1 -2 5

-2 0 3

-3 5 2

Tabla 2

D) f(g(2)) 2) (fof)—1)
3) &(A=3)) 4) (f-8)5)
5) (g°8)(—3) 6) fA(5))
7 (g=f)(—1) 8) flg(—1))

IV. Exprese la funcion # como composicion de dos funciones
D h(x)=3¥x+3
2) h(x)=(3x>+5)
3) h(x)=+5x—2

4) h(x)=‘%x—4‘



VI

1.7 Composicion de Funciones

Para cada par de funciones 'y g, determine ( fo g)(x)y (g °f)(x):

) flx)=2x+5 g(x)=—3x—14
2) flx)=3x-2 glx)=—x>4+2x—1
3) f(X)Z%X—l g(x)=2x+2

4 flx)=+vx+3 g(x)=x’

Problemas

El costo semanal C de producir ¢ unidades en una fabrica esta dado:
C(qg) = 12¢g + 8000, g€ N

el nimero de unidades ¢ producidas en ¢ horas esta dado por:

q(t)=50t, te R>0

a) Trace las graficas de C,qy (C - q)

b) Encuentre e interprete (C ° q)(¢)

¢) Halle e interprete (C > q)(8)

d) Resuelva e interprete la ecuacion (C o g)(¢) = 14 000

UNIDAD i-
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2) Enuna construccion se debe preparar una base cuadrada para colocar en el
centro un cilindro donde ir4d una columna (figura 9)

132

\
X
Figura 9

a) Escriba el radio 7 del cilindro como una funcion de la longitud x del
lado del cuadrado.

b) Escriba el area A de la base circular de la columna como una funcién
del radio.

¢) Encuentre e interprete (A  r)(x).
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D

Llene la tabla si f(x) = 3x — 4

X —2 a a+1

Sx) -2 0

Si g(x) = 2x* — 5x + 1, evalte:

a. g(0) b. g(-1) c. glx+2) d. g(—x)

S_x*+1 si —41x<1
Dada la funcién h(x) =13 — 2x  si 11 x 1 4, determine:
5 Si 4<x=<9

a. h(-3) b. A(1) c. h(2) d. h(6) e. h(11)
A partir de la grafica de una funcion f

y
4 s

Aol o Ao o

Figura 1

oo
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determine:

<

cPpErFTTFR MO A0S

9]

. f=6); f0); f(6); AB); f11)

(Es f(3) positivo o negativo?

(Es f(-4) positivo o negativo?

(Para qué valores de x es fix)=0?
¢Para qué valores de x es f(x) 2 0?
(Cual es el dominio de /?

(Cual es el rango de f?

(Cuales son los interceptos con el eje x?
(Cual es el intercepto con el eje y ?
(Para qué valores de x es f{x) = 3?
(Para qué valores de x es f{x) =-3
(Cuantas veces intercepta la recta y = % a la grafica?

. ;Cuantas veces intercepta la recta y = —4 a la grafica?

(Cuantas veces intercepta la recta x =5 a la grafica?
(Cuantas veces intercepta la recta x =—7 a la grafica?

. Se dan las graficas de las funciones f, g y cinco enunciados relacionados:

y
4 .
7\ L /] Enunciados:
THIF / L f(2)=g(2)=0.
/r : \ Il. f y g tienen el mismo dominio.
X
5 [ 4 [3 -100 2\[3 |4 L f(=1) 2 g(=1).

IV. fy g interceptan al eje x en un
unico punto.

\ V. f(x) L g(x) para todo x en el in-

4 \ tervalo [—2,2]

1
\\.s
Q




De los enunciados anteriores, son verdaderos:

A.
B.

solamente 11
solamente IV

C. Iyl

D. IlyV

Ejercicios Finales de la Unidad 1

E. HIyIV

6. Encuentre los valores de x para los cuales f(x) = g(x), de manera grafica y
algebraica:

a.
b.

C.

flx)=2x+3, g(x)=—3x—2
f)=5x—1, g)=—3x+4
flx)=x*+2x—3, g(x)=3x+3

7. Dadas las funciones f(x) = x — 4, g(x) = x* + 1, encuentre:

a.

@

(f+e)—2)
(f—g)(4)
(g —f)(4)

(f=x)(0)

[

f

g

J-1)

£ (f—g)x)
g (f-£)0)
h. (g°f)(0)
i (f+g)x)
i (ﬁ)(—l)

k.

1.

m.

n.

0.

(fox)(x)
(f<f)(x)
(fe8)(x)
(g°f)(x)

(o

8. Encuentre los valores de 4, By C que verifiquen las condiciones indicadas:

a.
b.

C.

3x—5
c-2

flx)==3x"+Ax+9y f(2)=-7
g(x)=2x"+Bx*—3x—Ty g(—=2)=5

h(x) = >y h(3)=4

UNIDAD i-
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9. La funcién h(x) = —4x + 3 y una funcién m satisfacen:

(h+m)(x) = —ix — 5. Encuentre la funcién m.

2

136

Ty

10. Trace las graficas de las funciones f,, f,, fi:

oo e s o

/

LLI’\'-'-_‘ﬂ-amma-
N

filx)=g(x=2)+4

T 6 5 4 2 -|;0 1 |2 3“
L EEEEF
s N[
fo(x)=—-2g(x+1)
Figura 3

/

fnLLl'\)'_-a'—Muh‘
N

fi(x)=—g(-2x)—4

11. La funcion de Heaviside (H), ampliamente utilizada en ingenieria, se define:

H(x) = {_

1, si x=0
1, si x10

Trace la grafica de la funcion H y la de la funcion f'definida como:

fx)=H(x+2)-3

12. El punto (3, —2) est4 en la grafica de y = f(x), ;cuél de los siguientes puntos
esti en la graficade y = 2 f(—x)?

a) (3,4 b) (6,—4)

c) (3,4

d) (-6,-4)



Ejercicios Finales de la Unidad 1

13. El punto (-2, 3) esta en la grafica de y = f(x), ;cudl de los siguientes puntos
estd en la graficade y = 2 f(—x)?

a) (4,-6) b) (-1,-3) c) (1,3) d) (-1,-1.5)

14. El punto (—1, —5) esté en la grafica de y = f(x), (cual de los siguientes puntos
estd en la graficade y = —f(x + 3) — 2?2

a) (2,-7) b) (4,-7) ©)(2,3) d) (4,3)

TRANSFORMACIONES CON VALOR ABSOLUTO

15. Haga las graficas de las funciones f, (x) = x(x — 4),
fi(x) =x(x—2)(x + 4).

a)  Grafique las funciones F (x) = | fi (x)|, F>(x) =] f2 (x)|. Describa un pro-
cedimiento para trazar la grafica de F(x) = | f(x)|a partir de la grafica de £

b)  Grafique las funciones G, (x) = fi (| x [), G2 (x) = f2(| x |). Describa un pro-
cedimiento para trazar la grafica de F(x) = f{(| x |) a partir de la gréfica de /

16. La grafica de la funcion 4 se muestra a continuacion:

| 4 |
| 3
2|
» I 5 :'\ hi
/ l ol | X
6 5 -321_101 3/45
. |2 \Vi
| -3
{1 |
5

Figura 4

UNIDAD i-
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a) Dibuje la grafica de la funcién y = | h(x)|
b) Dibuje la gréfica de la funcién y = h(| x )

17.Para alguna funciones g se cumple que g(a + b) = g(a) + g(b), para todo

138

numero real a y b. ;Cudles de las siguientes funciones tienen esta propiedad?

a. flx)= %x b. A(x)=—3x+1

c. m(x)=x>—2x d. n(x)=2x"+3

18.En el trabajo como vendedor, Juan recibe $1 500 000 mensuales mas un 12% de
comision sobre las ventas realizadas al mes. Le ofrecen un nuevo trabajo en el
que recibira $§1 200 000 mensuales mas un 15% de comision sobre las ventas.

Escriba la funcion S, en términos de x, ventas realizadas al mes, que repre-
sente el salario mensual que recibe.

Escriba la funcion S, en términos de x, ventas realizadas al mes, que repre-
sente el salario mensual que recibiria en el nuevo trabajo.

Con la ayuda de un sistema graficador, represente S,y S, en el mismo pla-
no. Encuentre el punto de interseccion. ;Qué significa?

Si las ventas mensuales de Juan han sido mas o menos de $10 000 000, ;es
recomendable que cambie de trabajo?

19.En una compaiiia el costo de produccion de cada articulo es de $3 600 y el costo
fijo es de $135 000. Cada articulo se vende a $6 300. Sea x el nimero de unida-
des producidas y vendidas.

e o

Escriba el costo total C como una funcién del nimero de unidades producidas.
Escriba los ingresos / como una funcién del nimero de unidades vendidas.
Escriba la ganancia G como una funcion del numero de unidades vendidas.
(Cual es el costo C, el ingreso /'y la ganancia G si se producen 34, 50y 110
articulos?
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20.El cobro P (en miles de pesos) por el servicio de parqueadero en un aeropuerto,
cuando el numero de horas 7 no es superior a 24, puede modelarse con la funcion:

4 si 01¢<2
P(t)=42[t+1]—-1 si 21t<8
18 si. 81124

Haga la gréafica de P y determine el cobro si el tiempo de parqueo es:
a. 2 horas

b. 4 horas

c. 5 horas y media

d. 10 horas y 24 minutos

AJUSTES LINEALES

21.;Cémo determinan los antropdlogos la estatura de un individuo a partir de res-
tos 6seos? Supongamos que se dispone de un fémur. Al graficar datos como los
recogidos en la tabla 2,

Longitud del Estatura

fémur (cm) (cm)
50.1 178.5
48.3 173.6
45.2 164.8
44.7 163.7
44.5 168.3
42.7 165.0
39.5 155.4
38.0 155.8

Tabla 1
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¥ :
180 Estatura (cm) ;P
- P
| | 6 |5
160 Pg m ol
= F, 3
140 | - i3
] |
120 | |t
—
]40 g = 13925.9%x + 1404.48y = 611978.3%
-
I
| B
o |
|
.40
2 |
5 l x
2 lo J2 4 6 [8 0 f2 f4 fI6 1B 20 P2 P4 6 PA B0 B2 B4 D6 DS MO (2 M4 HB p8 EO |
=20 | Longitud del fegmur {cm)
s |
Figura 5

se puede observar que no se encuentran exactamente en una linea recta; sin em-
bargo, parecen estar mas o menos en una recta. Un graficador puede determinar
la recta que mejor se ajusta a esos datos (recta de regresion).

La funcion lineal —13 925.92x + 7 404.48y = 611 978.34 cuya grafica es la recta
anterior es un modelo lineal que relaciona la longitud del fémur con la estatura.

a. Haga una prediccion (aproximada), con el modelo anterior, de la estatura
de una persona que tiene un fémur de 41 cm.

b. Haga una prediccion (aproximada), con el modelo anterior, de la longitud
del fémur de una persona que tiene una estatura de 155 cm.
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22.La tabla muestra el precio p (en miles de pesos) de un articulo, siendo 7 el nume-
ro de afios transcurridos desde 1980.

t 0 3 6 | 10 | 13| 16 | 20 | 24 | 26 | 27 | 30
p | 13 [ 15 | 18 | 22 | 25| 29| 32 | 33 | 34 | 37 | 39

Tabla 2

a. Construya un modelo lineal con esos datos para estimar el precio en los
aflos 1991 y 2012.
b. (En qué afio (aproximado) el articulo cuesta $35 500.
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ACTIVIDAD INICIAL

CANALES

% De una ldmina metalica se va a hacer una canal rectangular; el ancho de la
lamina es el mismo que el de una hoja tamafio carta (figura 1):

Figura 1

Tome una hoja tamafio carta como modelo fisico de la canal. Forme tres posibles
canales, dibujelas e indique las dimensiones correspondientes:

& De las canales dibujadas indique cual conduce la mayor cantidad de agua.
Justifique su respuesta.
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Muchas son las canales que se pueden construir a partir de la lamina dada. De lo ante-
rior, una pregunta surge de manera natural:

Jcudles son las dimensiones de la canal que puede conducir la mayor cantidad de
agua?

En esta seccion construiremos un modelo matematico que nos permitira contestar esa
pregunta.

Con laminas de 21 cm de ancho y 100 cm de largo se han construido dos canales A'y
B, como se muestra en la figura 2:

100
100,
3 6
15 9
Canal A Canal B

Figura 2

Con la férmula para el volumen de una caja: V' = largo x ancho x alto, calculamos la
cantidad de agua que puede conducir la canal en un cierto tramo. Por ejemplo, para un
tramo de 100 cm, la canal A puede conducir: 3 x 15 x 100 = 4500 cm® de agua mien-
tras que la canal B puede conducir 6 x 9 x 100 = 5400 cm’.

La seccion transversal (figura 3) de la canal A tiene como area: 3 x 15 =45 cm?, en
tanto que el area de la seccion transversal de la canal B es 6 x 9 = 54 cm*:



2.1 Funciones Cuadréticas

I3cm 6cm

15cm 9cm

Canal A Canal B

Figura 3

Observemos que entre mayor sea el area de la seccion transversal de la canal, mayor
sera el volumen de agua que puede transportar esta. La pregunta de cuéles deben ser
las dimensiones de la canal para que conduzca la mayor cantidad de agua nos lleva
ahora a esta otra pregunta:

Jqué dimensiones de la seccion transversal de la canal producen la mayor area?
Una vez examinados algunos casos particulares, pasamos a la construccion de un mo-

delo matematico. El dibujo de la figura 4 representa una seccidn transversal cualquiera
con las variables que vamos a considerar:

y

Figura 4

x: altura de la canal
y: ancho de la canal
El area A de la seccion transversal es una variable que depende de las variables x y y,
las cuales relacionamos con la ecuacion:
A=xy (1
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Podemos expresar 4 en términos de una sola variable si tenemos en cuenta que el an-
cho de la lamina es de 21 cm; esto es:
2x +y =21 2

Despejemos una de las variables en (2), y por ejemplo, y remplacémosla en la ecuacion
(1) para expresar 4 en funcion de una sola variable:
y=21-2x

A =x(21 - 2x)

Examinemos para qué valores de x definimos la funcion 4, es decir, digamos cudl va a
ser el dominio de A. Como trabajamos con longitudes, asumimos que estas son positi-
vas; luego x 2 0,y 2 0. Yaque y = 21 — 2x, tenemos la inecuacién 21 —2x 2 0, la
cual resolvemos:

Luego,

A(x) = x(21 = 2x),0 L x 1 10.5
A(x)=21x—2x*01 x 1 10.5 3)

Usaremos la funcién (3) como un modelo matemdtico del problema. De las caracteris-
ticas de esa funcion, las cuales haremos explicitas una vez conozcamos ciertas propie-
dades de las funciones cuadrdticas, esperamos resolver el problema de la canal.

Hacemos ahora un paréntesis para presentar algo de teoria y luego volveremos al
problema.
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2.1 Funciones Cuadréticas

Una funcioén de la forma f(x) = ax® + bx + ¢,
donde a, b y c son constantes, a # 0, es una funcion
cuadratica expresada en la forma general; la grafica

es una parabola.

149

2.1.1 GRAFICAS DE LAS FUNCIONES CUADRATICAS

Comenzaremos precisando algunos aspectos importantes de /a funcion cuadratica ba-
sica: f(x) = x°, luego trazaremos graficas de algunas funciones obtenidas con trans-
formaciones de f.

La gréfica de la funcidn cuadrdtica bdsica: f(x) = x° es:

\ L

/

L4
Vertice

Figura 5

De esta funcién podemos afirmar:
» La grafica es una curva en forma de \/, una pardbola, simétrica respecto a
una recta llamada eje de simetria o eje de la pardabola, en este caso el eje de

simetria es el eje y.
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+ Laparabolay el eje de simetria se interceptan en un punto llamado vértice;
el vértice de esta pardbola es (0, 0).
*  La funcidn decrece en el intervalo (—0,0) y crece en el intervalo (0,0).

*  El valor minimo que toma la funcion (el menor valor que toma la variable

150 dependiente) es 0; valor mdximo no tiene.

* El dominio es el conjunto de los nimeros reales y el rango es el intervalo
[0,%0)

Ejemplo 1

Solucion
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Trace la grafica de las siguientes funciones y determine en cada caso: coor-
denadas del vértice, ecuacion del eje de simetria, intervalos de crecimiento o
decrecimiento, valor maximo o minimo, dominio y rango.

n y=—(x—3y+4
_ 1 2
2) y—E(x+2) -3

3) y=3(x+1)y+2
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Si desarrollamos el cuadrado y simplificamos términos semejantes, podemos
comprobar que las transformaciones que se efectiien a la funciéon cuadratica ba-
sica producen de nuevo funciones cuadraticas. Hagamos esto, por ejemplo, con
y=2(x+3)y—4:

y=2(x+3)—-4
y=2(x*+6x+9)—4
y=2x"+12x+ 18— 4

y=2x"+12x + 14

La anterior expresion estd en la forma general f(x) = ax® + bx + c; para este caso
a=2,b=12,c=14.

Las funciones cuadraticas del ejemplo 1 comparten una presentacidon segun la siguien-
te definicion:

Una funcion cuadratica escrita en la forma
y = a(x — h)’ + k esta presentada en la forma estandar.

Observemos que las funciones del ejemplo 1 estan en la forma estandar; por ejemplo:
2

para la funcion 1), y = (x — 4)’, a=1, h=4, k=0;
para la funciéon 4), y = —(x + 2)’ + 6, a=-1, h=-2, k=6

& Determine g, A, k en las funciones 2), 3) y 5) del ejemplo 1:
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& Las graficas que se muestran son transformaciones de la funcion y = x*. ;Qué
funcién define cada grafica?

1) 2) 3)
i i 5 Y Y
6 ) \ h
o | [\ / : \ [
4 2 ‘ ' 1
: / \ \ /1 o «
s [7\[6 [s & [& [ 1 [o
y 6 -5 B4 3 2 1 1 : -
0 % I 2 \ L 4 3
1 . o [1 |2 |3 J¢ |s (8 |7 , 5 \
4) 5) 6)
¥ Y ¥
1 a ‘ 5
7 8 [5 [« [5 |2 1_:) 5 j \ l 4 / A\
2 % 0 1\\ 2 |3 1I 5 |6 . z
T /i \
HE azaaaYa
I \ i i 1_1 off1 [2 [3a [¢ |5 [6 8
1 l r d -5 2 l \
Figura 11

La forma estandar de una funcién cuadratica permite inferir de manera inmediata dos
de las caracteristicas importantes de su grafica: si se abre hacia arriba, concava hacia
arriba (\/), o hacia abajo, concava hacia abajo (/\)y las coordenadas del vértice;
a partir de estas podemos determinar el rango y el valor maximo o minimo que toma
la funcién.
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& Revise el ejemplo 1 para completar la tabla 1:

Maximo
. Forma de e , .
Funcion . Vértice | o minimo | Rango
la grafica

absolutos
) y=(x—4)y 4 (4,0) | Minimo: 0 | [0, o)
2) y=(x+3y-1
3) y=—3x’
4) y=—(x+2y+6
5) y=2(x+3yY—-4

Tabla 1

De una funcién cuadrética expresada en la forma estanda

y = a(x — h)’ + k, podemos afirmar que:
v’ el vértice es (b, k).

v’ la grafica (parabola) abre hacia arriba si a > 0; abre

hacia abajo si a < 0.

Ejemplo 2

Identifique el vértice de la grafica y halle el rango de cada funcién:

1) y=—4(x+2y+4
2) flx)=(x=3)
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1) Reescribimos la funcion para que quede en la forma estandar:
y=—4(x+2V+4=—4(x—(—-2))+4

h= —2, k=4 — vértice: (—2, 4) 157
Rango de la funcion: intervalo (—oo, 4]

2) h=3, k=0 — vértice: (3, 0)
Rango de la funcion: intervalo [0, o)

S Identifique el vértice de la gréafica y halle el rango de cada funcion:
D flx)y=—(x—1)7+2
2) y=3(x—-7y-1
3) y=—(x+4y
4 g(x)=4(x+ 10y

2.1.2 FORMA GENERAL Y FORMA ESTANDAR

Vimos antes que para pasar de la forma estandar de cualquier funcién cuadratica a la
forma general, desarrollamos el cuadrado y simplificamos términos semejantes.
Revisemos el ejemplo donde pasdbamos de la forma estandar a la general con la fun-
cion y = 2(x + 3y — 4:

Desarrollamos el cuadrado: y = 2(x’+6x+9)—4

*  Multiplicamos por 2: y=2x"+12x+18—-4

«  Simplificamos: y=2x"+12x + 14
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El proceso para pasar de la forma general a la estandar,
lo ilustramos reversando los pasos en el ejemplo
anterior; paralelamente lo haremos también con la
expresion general f(x) = ax® + bx + ¢

* Agrupamos los términos en x
y=(2x*+ 12x) + 14

* Agrupamos los términos en x
y=(ax’+bx)+c

e Factorizamos el coeficiente de x’
y=2(x"+6x)+ 14

* Factorizamos el coeficiente de x°

= 2+Q>+
y a(x ax c

* Completamos para formar un
trinomio cuadrado perfecto:
sumamos 9 dentro y restamos
2(9), afuera:

y=2(x*+6x+9)+ 14 —2(9)

* Completamos para formar un trinomio
2
cuadrado perfecto sumando <2La>

2
dentro y restando a(z) , afuera:

— (20D by _ (b Y
y—a(x +ax+<2a>>+c a<2a>

* Simplificamos:
y=2(x+3y—-4

* Factorizamos y simplificamos:

De lo anterior obtenemos una férmula que nos permitira encontrar el vértice cuando
tenemos una funcidn cuadratica en la forma general:
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El vértice de la grafica de una funcion cuadratica

f(x)=ax*+bx+c,es <;£, (;ZZ))

Ademas, podemos concluir que cualquier funcion cuadrdtica se puede escribir en la
forma estandar; esto quiere decir que realizando transformaciones (desplazamientos 159
horizontales, verticales, alargamientos o acortamientos verticales, reflexion en el eje
x) a la funcidn cuadratica basica y = x%, podemos obtener cualquier funcion cuadratica.

& Escriba las funciones en forma estandar.
fx)=x*—6x+7
g(x)=x>+5x—-3

R(x)=—2x"—4x + 3

Ejemplo 3

Halle el vértice de la grafica y el rango de cada funcion:

y=x—2x-3
y=—x"—2x+24
y=(x+5)(x—3)

Solucion

) y=x"—2x-3
a=1 b=-2

YT 0 T 2(1) 2
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Halle el vértice de la grafica y el rango de cada funcion:
) y=x"+2x+6

2) y=2x"—x—4

3) y=(x-3)

Veamos una funcion cuadratica con dominio restringido:

Ejemplo 4

Solucion

2.1 Funciones Cuadréticas

UNIDAD
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'(.0.'

-3)

2.1 Funciones Cuadrdticas
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_ )

1. {Qué funcion define cada una de las siguientes graficas?

¥y
§
ol x
6 5 4 -2 |1 |0
-1
-2
h
-3
1N
/ =
| i .

&
L=
&
&
Y
——
&
ra

I O - T S T
=

Figura 13

\” /

s\

J\ /

II. Halle el vértice de la grafica y el rango de cada funcion.

1)
3)
5)
7)

f(H)y=—(—-5y¢+11
m(x)=—2x*-9
mEi==13x 64

g(x) = %x2 - %x

2)
4)
6)
8)

g(r)= <r+%>2—%
g(x) = %xz —%x
h(r)y=4r'—10r+1
ft)=—15+ 45t + 8



III.

IV.

2.1 Funciones Cuadréticas

Trace la grafica de las siguientes funciones que se obtienen efectuando trans-
formaciones a la funcién cuadratica basica f{(x) = x?; determine en cada caso:
coordenadas del vértice de la parabola, ecuacion del eje de simetria, intervalos
de crecimiento o decrecimiento, valor maximo o minimo, dominio y rango de
la funcion.

D m(x)=—(x—2)Y+1 2) tx)= x +3

3) n(x)=2(x+1y—-2 4y p(x )=—3x2—2
Escriba las funciones en forma estandar.

) Ax)=x"—8x+3 2) h(x)=—(x+6)(x+4)
3) y=3x"—12x-5 4) y=—2x"—10x+3

Halle el vértice de la parabola, los cortes con los ejes, trace la grafica, determi-
ne el valor maximo o minimo y el rango de la funcién.

D filx)=2x"—14x+ 12 2) g(t)y=¢+10t+25
3) h(r)y=r’—16 4) g(x)= —(x+2)(x— 1)
5) h(t)=1t(2t—-5) 6) f(r)=—r—

7 glx)=x>—4x+6 8 h(r)=—4r'—12r—9
9) At)=(3—-2)(t+2) 10) A(x)=x"—x—06

VI. Un modelo cuadratico esta completamente definido por:

. tres puntos no colineales.
. el vértice y otro punto de la grafica.

UNIDAD ’.
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Teniendo en cuenta lo anterior, resuelva los siguientes problemas:

1) Encuentre una funcion cuadratica, si la grafica de la funcion tiene vér-
tice en (1, —4) y los puntos de corte con el eje x son: (—1, 0) y (3, 0).

166 2) Encuentre una funcion cuadratica, si la grafica de esta pasa por los
puntos (-1, 4), (1, 4) y (-5, 4).

3) Encuentre una funcidn cuadratica, si su grafica pasa por los puntos
(47 _2)7 (37 4) y (2: 14)

4) Si la grafica de la funcion cuadratica f(x) = x* + dx + 3d tiene su
vértice en el eje x, ;qué valores puede tomar d?

5) Si la grafica de la funcion cuadratica f(x) = ax® + bx + ¢ tiene su
vértice en (1, 4), y pasa por el punto (-1, —8), encuentre a, b y c.

VIL. ;Para qué valores de a, by ¢, la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0 tiene dos so-
luciones distintas, una solucién o ninguna solucion?

VIIL. Encuentre dos funciones cuadraticas, una cuya grafica abra hacia arriba y
la otra hacia abajo, con x-interceptos en (-4, 0) y (2, 0).

IX. Para cada una de las siguientes ecuaciones, encuentre el (los) valor (es) de

la constante £ tal que la ecuacion tenga exactamente una solucidon. Deter-
mine la solucion para cada valor de k.

) xX*+kx+1=0 2) kx*+x+1=0

3) x*+x+k=0 4 xX*+kx+k+3=0
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2.1.3 PROBLEMAS DE APLICACION

En el problema de la canal, propuesto al comienzo de esta seccion, formuldbamos la
funcién A(x) =—2x"+ 2x, 0 L x 1 10.5 como un modelo matematico. La grafica
de esta funcion es parte de una pardbola en la cual se encuentra el vértice:

GOA

& 5.2%, 55.13)
50 A \
45 \
40
35

30 } \
| |f )
20 \
15 \
o] [
olf

(0]o !’_
0(! ! (105. 0} | X,
01 2 3 4 5 6 7 8 8 101

Figura 14

e (Calculemos el vértice:
—b _ _—21 L 505

2 2(=2) 4

A(5.25) =—2(5.25) + 21(5.25) = 55.125

Como la parabola abre hacia abajo, el valor maximo que toma la funcién 4 es
55.125 cm? y ocurre cuando x = 5.25 cm.

Calculamos y cuando x = 5.25 cm.
y=21-2(x)=21-2(525)=10.5

Por tanto, si la canal se construye con una altura de 5.25 cm y un ancho de 10.5 c¢m,
el area de la seccion transversal serd la mayor posible y asi la canal podra conducir
la mayor cantidad de agua.
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Ejemplo 1

Solucion
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Ejemplo 2

169

Solucion
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5) Se sabe que si se plantan 65 naranjos en una finca, el rendimiento promedio por
arbol serd de 1 500 naranjas por aflo. Por cada arbol adicional que se plante en
ese lugar el rendimiento anual baja en 20 naranjas por arbol. ;Cuantos arboles
se deben plantar para producir la cosecha maxima anual?

172 6) Un vuelo charter con capacidad para 100 pasajeros cobra $200 000 por perso-
na, mas $4 000 adicionales por cada silla no vendida en el avion. ;Cual es el
numero de sillas no vendidas que produce el maximo ingreso?

7) El departamento de mercadeo de una empresa ha encontrado que cuando cier-
tos articulos se venden a un precio de p pesos por unidad, el nimero de articu-
los que se venden esta dado por la ecuacion de demanda:

x = 21000 — 150p

a)  Exprese el ingreso / como una funcién del precio p.
a)  (Qué precio unitario permite maximizar los ingresos?
c) (Cual es el maximo ingreso?

8) Un ganadero tiene 200 metros de una cerca para encerrar dos corrales rectan-
gulares (figura 17): ;qué dimensiones producen la mayor area encerrada?

A7)

N

Figura 17

9) f(x) = 3x"+ bx + 12 es una funcién cuadrética, cuya grafica se muestra en
la figura 18, halle f(5).
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Figura 18

10) Un arco en forma de parabola, tiene 10 metros de alto y 2 metros de ancho, en
la base (figura 19). ;Qué tan ancho es el arco a los 5 metros de altura?

Figura 19
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11) El precio por unidad p (en miles de pesos), de un articulo, cuando se producen
x unidades, se modela mediante la funcion:

p(x) = 6000 — 0.8x

174

El ingreso /, es el producto del precio por unidad y x el nimero de unidades
producidas.

a) Halle la funcién /, determine el dominio.
b) (Cuantas unidades se pueden producir si el ingreso es de $8 362 000?
c¢) (Cuantas unidades deben producirse para que el ingreso sea maximo?
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ACTIVIDAD INICIAL

CAJAS SIN TAPA

&  De un pedazo de cartdon de 24 cm de ancho por 15 cm de largo se va a hacer
una caja sin tapa, recortando en cada esquina un cuadrado; observemos, por

ejemplo, en la figura 1 el proceso cuando recortamos un cuadrado de 4 cm
de lado:

16

24 24 — 2(4)

Figura 1
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&  Complete las casillas de la tabla 1 para las cajas obtenidas cuando se recortan
cuadrados del lado x indicado:

x (altura) | y (ancho) | z (largo) Volumen
cm cm cm (xyz) en cm?
Cajal 1
Caja 2 2
Caja3 3
Caja 4 4 16 7 448
Cajas 5
Caja 6 6
Tabla 1

Las cajas que aparecen en la tabla son algunas de las muchas que se podrian construir a
partir del carton inicial. De todas las posibles cajas, ;cudl es la que tiene mayor volumen?

Construiremos a continuaciéon un modelo matematico que nos ayudara a contestar la
pregunta anterior.

En la figura 2 representamos la caja que se obtiene cuando al carton se le recorta en
cada esquina un cuadrado de lado x; las dimensiones las llamaremos: x (altura), y (an-
cho), z (largo):

X X

=
]
— 15 — 2z —E‘BE
4 =z
ix Yy
X

24 — 2x
Figura 2

24
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El volumen V de la caja es: V = altox ancho* largo = xyz

Las variables y, z, estan relacionadas con la variable x por medio de las ecuaciones:
y=24-2x z=15-2x
Las ecuaciones anteriores nos permiten expresar el volumen de la caja en funcion de
la variable x: 177
V=x(24 — 2x)(15 — 2x)
Veamos para qué valores de x definimos la funcién V, es decir, determinemos cual es
el dominio de V. Los valores de x, y, z no pueden ser negativos ya que representan lon-
gitudes, luego x = 0, 24 —2x > 0, 15— 2x = 0.

Resolvamos estas desigualdades:

24 —-2x>0 15—2x>0
24 > 2x 15>2x
x<12 x<75

Las desigualdades se satisfacen simultaneamente si () < x < 7.5

Tenemos entonces que:
V(x)=x(24 - 2x)(15—-2x), 0<x <75

Efectuando las multiplicaciones llegamos a la funcién que utilizaremos como modelo
matemadtico del problema:
V(x) = 4x’ — 78x* + 360x, 0 <x<7.5

Esta funcion es un ejemplo de una funcion polinomial.
En la unidad 1 estudiamos las funciones lineales y las funciones cuadraticas. Por ejem-
plo, g(x) = %x + 1 es una funcién lineal y h(x) =—23x"+ 2x — 7 es una funcién

cuadratica.

Si escribimos la forma general de una funcién lineal f(x) = mx + b como:
f(x) =ax+a
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y la forma general de la cuadratica f(x) = ax® + bx + ¢ como:
f(x) = ax’+ ax + a

observamos que tienen un aspecto similar el cual hacemos explicito con la siguiente
definicion:

Una funcién de la forma:
fx)=ax"+ a,.x"""+ ... + a.x + a, es una funcién
polinomial o polinomio de grado » donde » es un
entero no negativoy a,  # 0.

a,x", d,-1x""', ..., a\x, a, son los términos del polinomio.

ao es el término constante.

Los nameros d., a,-, ..., ai, a, son los coeficientes de x", x"~', ..., x, respectivamente.
a , €l coeficiente de la potencia mas alta, es el coeficiente principal.

Por tanto, la funcion: g(x) = —x + 1, es una funcion pohnomlal de grado 1, con dos
términos, el término constante es 1 y el coeficiente principal es -

& Identifique el grado, el nimero de términos, el término constante y el coefi-
ciente principal en las funciones polindmicas:

) h(x)==3x>+2x—7

2) V(x)=4x’—78x> + 360x

Tipos particulares de funciones polinomiales como: f(x) = x; f(x) = x%; f(x) = x7;
f(x) = x" se conocen como funciones potencia o funciones polinomiales bdsicas de
grados 1, 2, 3, ..., n, respectivamente. Uno de los propositos de esta seccion es identificar
caracteristicas de las graficas de las funciones polinomiales comenzando con las mas sen-
cillas que son las funciones potencia.



2.2 Funciones Polinomiales

2.2.1 GRAFICAS DE FUNCIONES POTENCIA

El trazado de la grafica de una funcién polinomial se hace de manera més completa
cuando se dispone de ciertas herramientas propias de un curso de calculo; a este nivel
nos damos cuenta, por ejemplo, de aquellos puntos en donde la funcién pasa de ser
creciente a decreciente o viceversa. Los aspectos que se discuten en esta seccion tienen
que ver mas con el aspecto global de la grafica.

En la figura 3 se muestran las graficas de las funciones potencia f(x) = x", para
n=1,2,3,4,5,6.

|

Figura 3
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Observemos que las graficas que se encuentran del lado izquierdo en la figura 3, las
cuales corresponden a funciones con exponentes impares, tienen la forma: /~, pareci-
das a una § alargada, mientras que si el exponente es par las graficas tienen la forma
parecida a la de una parabola: \./

&  Coloque al lado de cada grafica de la figura 3, caracteristicas de las funciones
correspondientes como: dominio, rango, intervalos de crecimiento o decreci-
miento.

La figura 4 muestra en el mismo plano cartesiano las graficas de las funciones f(x) = x°,

g(x) = x*. Compare las dos graficas.

\[ P [

N W = D

A
N/

4 3 2 11 [0 [

&
[ ~No
Hrh
—
M p—
kg

Figura 4

Las graficas de las funciones en la figura 4 tienen en comun lo siguiente: a valores
grandes en x corresponden valores grandes en y, esto es, a medida que x se aleja de 0
hacia la derecha, los valores de y se van haciendo mas grandes; algo similar se tiene
para los valores de x que se alejan de 0 hacia la izquierda. Comportamientos de una
funcioén de esta clase los describimos con el siguiente lenguaje:
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El comportamiento final o extremo de una funcidén se refiere a los valores que toma
la funcion (los valores de y) cuando los valores de x se alejan del cero, hacia la derecha
(x — o0) 0 hacia la izquierda (x —— o).

Por ejemplo, en la funcién y = x?, tenemos: si x — oo, y — 00; 81 x - —00, y — 00

S  Describa el comportamiento final de cada funcion en la figura 3 (al lado de
cada gréfica).

S En general, ;como es el comportamiento final de las funciones polinomiales
basicas?

2.2.2 GRAFICAS DE FUNCIONES OBTENIDAS POR
TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES POTENCIA

La grafica de la funciéon y = (x + 1)’ + 4 puede obtenerse por transformaciones a la
grafica de y = x°, la funcion polinomial basica de grado 3, corriéndola una unidad a la
izquierda y luego subiéndola 4 unidades. Si desarrollamos el cubo del binomio y luego
simplificamos, obtenemos:

y=(x+1y+4=x"+3"+3x+1)+4=x"+3x"+3x+5

resultado que corresponde a una funcion polinomial, también de grado 3.
En general se cumple que:

Si a una funcion polinomial basica y = x”, le efectuamos
transformaciones de la forma
y=afb(x+c)+d=albx+c)"+d
el resultado es también una funcion
polinomial del mismo grado.
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Trazaremos, en los ejemplos que siguen, graficas de funciones que se obtienen efec-
tuando transformaciones a funciones potencia siguiendo las técnicas de la seccion 1.5:

Ejemplo 1

182

Solucion
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2.2 Funciones Polinomiales
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2.2 Funciones Polinomiales

& Trace la grafica de las siguientes funciones y determine intervalos de creci-

miento y decrecimiento, interceptos con los ejes, dominio y rango.

) y=—2x+1

2) y= %(x+ 2)

Figura 9

16

14

12

10

2

0 X

-3

-1 |0 1 2 |3
-2

Figura 10
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Como puede verificarse en los ejemplos anteriores, las graficas de las funciones polino-
miales obtenidas por transformaciones y = a f(b(x +c¢)) +d = a(b(x + ¢))" + d, rea-
lizadas a las graficas de las funciones polinomiales basicas y = x", tienen una de estas
formas:

186
J sinesimparya>0 A\ sinesimparya<0

\Jsinesparya>0 /\ sinesparya<0

)

I.  Trace la gréfica de las siguientes funciones:

1) y=2(x+2)
2) y=-2(x—=3)
3) =—%(x— 1y +3
4 y=p(x=2)+1

II. Trace la grafica de las siguientes funciones. Determine intervalos de creci-
miento, intercepto con los ejes, valor maximo o minimo, dominio y rango:
) y=(x+3y—-2

2) y=—(x+5y—4



2.2 Funciones Polinomiales

2.2.3 BOSQUEJANDO LA GRAFICA DE UNA FUNCION POLINOMIAL

Hemos visto el bosquejo de graficas de funciones polinomiales de la forma
y = a(bx + ¢)' + d con las técnicas de la seccion 1.5. Sin =2, vimos en la seccion 2.1
que cualquier funcion cuadratica puede obtenerse por transformaciones de la funciéon
cuadratica basica y = x°. Para n = 3, /se tiene una situacion similar?, es decir, ;cual-
quier funcion cubica se puede obtener por medio de transformaciones de la funcidon
cubica y = x°?

Tomemos por ejemplo la funcion g(x)=x’—x. Si ¢#0, en y =a(bx +c¢) +d,
entonces al desarrollar el binomio aparece un término en x> que la funcion g no
tiene, y, si ¢ = n, entonces el desarrollo del binomio no tiene término en x. Por tanto,
g(x) = x’ — x es un ejemplo de una funcion clibica que no se puede obtener por trans-
formaciones de la funcion ctbica basica y = x°.

No todas las funciones cubicas se pueden obtener por
transformaciones de la funcion cubica bdsica y = x°.

Grafiquemos y = x’ — x con la ayuda de una calculadora graficadora o un programa
de computador:
y
| |

-1

[ .
Il

Figura 11
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La grafica muestra tres intercepciones con el eje x: —1, 0, 1. Estas pueden determinarse
manualmente teniendo en cuenta que en esos puntos la ordenada es 0; por tanto, susti-
tuimos la y por 0 y resolvemos la ecuacion resultante:
0=x"—x
Se trata de una ecuacion de tercer grado; factorizamos completamente y utilizamos la
propiedad del producto nulo:
O=x’—x=x(x>—1)=x(x—1)(x+ 1)

x=0 o x—1=0 o x+1=0

De donde llegamos aquex=0,0x=1,0x=-1
En la grafica se ve que la intercepcion con el eje y es 0; manualmente se llega a esto
sustituyendo la x por 0 y realizando las operaciones indicadas:

y=0"-0=0
Colocando las graficas en el mismo plano y haciendo zoom hacia afuera (figura 12),

una graficadora nos muestra que el comportamiento final de y = x’ — x es el mismo
queelde y = x’:

il :

2 100
fle)= 2 — /

) | 50

X X } X
2 F1 1 4 10 L 0 5

“i -50
IR

2l fz) o -4 -100

I/ -3 -6 -150

Figura 12



2.2 Funciones Polinomiales

Las graficas de las funciones polinomiales son como la de la funcién en la figura 13
en la que no hay puntas ni separaciones o agujeros (son continuas); no encontraremos
graficas de funciones polinomiales como la de la figura 14 en la cual se presentan se-
paraciones, agujeros o puntas:

3 y Bt\y
Punta
o 5
F 4
[\ 1
ujero
4 X / Agyj
-4 r ; A 0 2 4 5 2
Salto
1 1
2 = a
£ 5 a4Ja3lz h G &+ 2 3 4 B B
-3 -1
2
4
3
-5
4
6 5
Figura 13 Figura 14

En general se tienen las siguientes caracteristicas:

Las grdficas de las funciones polinomiales son
continuas (no contienen separaciones o0 agujeros) y
suaves (no contienen puntas).

El proceso para hacer el bosquejo de la grafica de una funcion polinomial lo ilustramos
con los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 2

Solucion




5

2.2 Funciones Polinomiales

(—.=3)[(=3.- D] (=1.0) | (0.0)
X — — - +
(x+3) - + + +
(x+1) - - + +
x(x+3)(x+1) - + - + 191

N ol 'im.
=]

(4| -1 L

"'lll-..-_--
BBk b opt
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2.2 Funciones Polinomiales

&  Trazar la grafica de las funciones

D fx) ==(x" = x)(x* —x = 6)

2) g(x)=—x(x>=3x+2)(x*+4x+3)

De una funcién polinomial £, en la cual se verifica que f(¢) = 0, paraalgin ¢ € R, son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

* cesun cero de la funcion.

* cesuna solucién de la ecuacion f(c) = 0.
* ¢ esun x—intercepto de la grafica de f.

e x-—cesun factor de f.

Retomemos la funcién que obtuvimos en la actividad inicial, cajas sin tapa, en la cual
se queria construir la caja con mayor volumen. La funcién polinomial resultante fue:

V(x)=4x’—78x*+360x, 0<x<75
Su equivalente, factorizada:
V(x)=x(24 - 2x)(15-2x), 0<x<75
Para trazar la grafica hallamos los ceros, corte con el eje y, y examinamos su

comportamiento en el dominio de V-

« Los ceros son: x=0, 24 —2x =0 0 15-2x=0
esto es:
x=0, x=12 x=175

unicamente sirven 0 y 7.5, ya que 12 no esta en el dominio de V.
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» Elintercepto con el eje y es 0.

* Como es una funcion de grado impar y el coeficiente principal es positivo, la
grafica es tipo S. Debemos considerar dicha grafica para valores de x en el in-

tervalo [0,7.5 ]

194 » Las graficas, con dominio todos los reales y con dominio restringido:
o ¥ J I ooV || 3)ass) |
mEPEE ! wl | AN
oo / [ 1] ! | _lao] | /] N\
bon sl [
fso]. }!I AN B / b !
] | | aso] £ 299 { 55, 2as)

o !I LY ;I B™E \
: \ [= 1ol | \
o :f o0 v 2 3 4 |5 lB ?-\B 9 0 M A2 N | 100 I \
" EEE 1 \\ / ‘ [ [ soff \
: II 1 ]i | / [ 2 -In o1 2 B 4 |5 [6 |7 Fsz
Frl [ 1

Figura 17

De acuerdo con la grafica podemos establecer que el mayor volumen se tiene cuan-
do se construye una caja en la que se recorte en cada esquina un cuadrado de 3 cm
de lado, obteniéndose un volumen de 486 cm?®.

Hemos visto funciones polinomiales en las cuales los ceros de la funcidn aparecen una
sola vez. Veamos, con el siguiente ejemplo, la grafica de funciones polinomiales en las
cuales un cero aparece mas de una vez.

Ejemplo 3

Trazar la grafica de:
D flx) ==(x=1)(x+2)"
2) g(x)=—x(x—=2)(x+2)
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Solucion
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2.2 Funciones Polinomiales

197

g/

BB BREBR b
~—1_

Si (x — ¢) "™ es un factor de la funcion polinomial f y m es un nimero
entero positivo, decimos que ¢ es un cero de multiplicidad m.

Si m es par, la funcion zoca el eje x en c. La funcion tiene el mismo
signo, para valores cercanos, mayores y menores que c.

Si m es impar, la funcion cruza el eje x en c. La funcién cambia
de signo, para valores cercanos, menores y mayores que c.
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2.2 Funciones Polinomiales

Tiene 4 interceptos con el eje x, ellos son: 0, —2, —1 y 2. Por lo tanto se tienen
los factores: x, (x + 2), (x+ 1),y (x = 2).

La funcién: m(x) = x(x+ 2)(x + 1)(x —2) = x* + x* — 4x” — 4x, re-
presenta una funcion polinomial de grado 4 que se ajusta a la grafica de la fun-
cién m que aparece en la figura 21. Igualmente el intercepto con el eje y en la
grafica es (0,0), y en la funcién tenemos:m(0) = 0.

Encuentre una funcién polinomial /4, con las condiciones especificadas en
cada caso:

1) Grado 3;cerosen—2,1y 1.

2) Grado 4; ceros en —4, 2, 1, 4; y—intercepto en 6.

3) Grado 4; ceros en—3, 1 y 3.

4) Grado 5; ceros en —2 de multiplicidad 3 y en 1 de multiplicidad 2.

5) Grado 6; ceros en —1, 0 y 3 de multiplicidad 2.

6) Grado3; h(1)=4,h(=3)=h(—=1)=h(4)=0

7) Cruce al eje x en los puntos —1 y 4, toque el eje x en 0 y 2, y sea menor
que cero en el intervalo 0 1. x 1 2.

8) Grado4; h(2)==3,h(—2)=h(1)=h(—-4)=h(3)=0
Dadas las funciones polinomiales:

a) y=—3x(x+2)(x—1) b) y=—(x+1)(x—-2)°

¢) y=2x(x+2)x—1) d) y=x(x+2)x+1)(x—2)
e) y=—(+1"x—-2)° D y=2(x+2P (x+1D*x—-1)>
g y=@+1D*x-2) h) y=—(x+3P(x+ 17 (x—1)
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forme la pareja con la grafica correspondiente entre las que aparecen a conti-
nuacion:

D C) 2) () 3) () 4 (

200 L Ll i al”
1 s b
0 L 8 4 7
4 |3 2\101 3 [3 6\
) [ |
; o\
-4 H 5-4-sa-|_:% 12 3 3\
5 '2" 2
-6 , 5 1
iyl : ; :
-a\ 5 x S e 3
_9 ~PERFP] R : @ \
-10 2 7 -3

5 () 6) () 7 ) 8) (

ZY ’l BY 3y 1)"
1 2 2 (1]
g x 1 1 5 4 -ZMJO 2
< B RN/ d % % Lz
l 4 Bl pjoh [2 (2 4 [3 2 Tl FBE
-2 -1
VT |\
3 2
b 3\
L 4\
s MR
i P -
/ 2 1 :
-9 8 8 ~10
-10 ) ] -11

Figura 22



III. Trazar la grafica de las siguientes funciones.

D fx) = (x=3)(x = 1)(x +2)

3) h(m)=—m(m’—1)(m’

— 4)

5) g(x)=—(x—1)(x+2)y
7 fAx)=x>(x+1)(x—2)
9 h(t)=(—2t=3)(’+1t—2)

8)

2.2 Funciones Polinomiales

glx)=—x"—x"+12x
firy=r'=5r"+4
h(x)=x—2x*—3x
J(1) = (£ =1)(z* = 16)

10) g(x)=—(x>+1)(x*—1)

IV. ;Cuales de las siguientes funciones puede tener la grafica de la figura 23? (Mas
de una respuesta puede ser posible).

1) y=—4dx(x—1)(x—2)
3) y=3x(x—1)(x—2)
5) y=x'(x—1)(x—2)

y=x(x+1)(x+2)
y=x(x—1y(x—2)
y=—x(1—-x)(x—2)

I\y

Figura 23
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V. De la grafica de la funcién polinomial: f{(x) = x* + bx* + cx + d, ;cuales de
los siguientes enunciados son verdaderos? Explique su respuesta.

1) Intercepta al eje y en un solo punto.
202 2) Intercepta al eje x en mas de tres puntos.
3) Los comportamientos finales de la grafica de /'son como los de la grafica
dey = x’.
4) Pasa por el origen.

VI. Resuelva los siguientes problemas:

1) La intensidad de luz emitida por una luciérnaga puede ser determinada por
la funcion L(T) = 10 + 0.37 + 0.427° — 0.017°, donde T es la tempera-
tura medida en grados Celsius y L es la intensidad de la luz en /umens.

a) Sila temperatura es de 15 °C, encuentre la intensidad de la luz.

b) Si la intensidad de la luz es de 96, encuentre la temperatura corres-
pondiente. (Utilice un Sistema Algebraico Computarizado, SAC,
para resolver la ecuacion).

c) Para qué valores de 7 tiene sentido el modelo matematico utilizado en
el problema.

2) Se quiere construir una caja abierta con volumen de 1820 cm?, a partir
de una lamina de carton de 24 cm por 36 cm, cortando en cada esquina
cuadrados de longitud x cm y doblando hacia arriba. ;Qué longitud debe
tener x?



2.3 FUNCIONES RACIONALES

ACTIVIDAD INICIAL

MATERIAL PARA CONSTRUIR UNA CAJA
Se necesita elaborar cajas de base cuadrada con capacidad de 750 ml de forma que pue-
dan contener un nuevo producto lacteo que entrara a competir en el mercado (figura 1).

Figura 1

N Dé ejemplos de 3 posibles cajas cuyas capacidades sean de 750 ml cada una;
calcule la cantidad de material que requiere cada caja.
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En esta seccion construiremos un modelo que nos permita contestar la pregunta:

¢ Cuales son las dimensiones de la caja cuya capacidad sea de 750 ml y que requiera la
menor cantidad de material, en vista de los costos que representa un envase tetrapack?

Volviendo a la actividad inicial de esta seccidon, supongamos que las dimensiones de
una caja con volumen de 750 cm?, son las que se muestran en la figura 2:!

x

Figura 2

El area superficial de la caja es: A = 2x* + 4xy
Expresamos ahora el drea en términos de una sola variable independiente, utilizando la
condicion de que su volumen es de 750 cm?:

x’y =750
despejamos y y la sustituimos en A4:
y= 150
X
750

A =2x"+4x o

A = 2y 4 3000 _ 2x* +3000
X X

1 1 ml equivale a 1 cm® cuando la densidad del liquido es aproximadamente 1. En el caso de la leche es igualmente equi-
valente.
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Consideremos el area como una funcion de x:
Ax) = 2x° +x3000, x20 (2)

Una funcién como la anterior es un ejemplo de una funcion racional.

P(x) 205
Q(x)

es una funcion racional, donde Py Q son funciones
polinomiales, O(x) # 0.
P(x) es el numerador, Q(x) es el denominador.

Ejemplo 1

(De las siguientes funciones cuales son racionales?

Una funcion de la forma: f(x) =

1 _ Jx+l =
D glx)=- 2) hx)=7 " H m) =G5

_ —5 ) —_ x=5
4) n(r)——r_|_3 5) p(0) ond 6) q(x) X — 2y — 8

Las funciones 1), 4) y 6) son ejemplos de funciones racionales; tanto el numerador
como el denominador son polinomios.

Las funciones 2), 3) y 5) no son ejemplos de funciones racionales. El numerador o
el denominador no son polinomios.

En las funciones polinomiales el dominio es el conjunto de los nimeros reales; en las
racionales, como se involucra divisidn, la funcidén no queda definida para aquellos va-
lores de x en los que el denominador se hace cero. Por tanto:

El dominio de una funcion racional es el conjunto de
los numeros reales para los cuales el denominador es
diferente de cero.
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Ejemplo 2

Hallar el dominio de las funciones racionales:

xX—95
x> —2x—8

1) h(x)=% 2) g(x)= 3) m(x)=

1) El denominador de A(x) = % es igual a 0 six = 0. Luego el dominio de / es
el conjunto de los numeros reales excepto 0:

domh=R—-{0}={xeR/x+#0}

x+3

2) El denominador es 0 si x + 3 = 0; esto es, si x =—3
por tanto, dom g = R —{—3}.

3) Hallamos los valores de x para los cuales x* — 2x — 8 = 0; resolvemos esta
ecuacion por medio de factorizacion:

(x+2)(x—4)=0

x+2=0 o x—4=0
x=-2 o x=4

por tanto, domm = R — {—2,4}.

2.3.1 GRAFICAS DE FUNCIONES RACIONALES

Un rasgo distintivo de las gréaficas de las funciones racionales es que en algunos casos
se presentan asintotas. Una asintota es una linea recta a la cual la grafica se aproxima
mas y mas a medida que esta se extiende en el plano cartesiano. La asintota puede tener
una de estas tres posiciones particulares: si es paralela o coincide con el eje y, es una
asintota vertical; si es paralela o coincide con el eje x, es una asintota horizontal; pero
si no es paralela a ninguno de los ejes coordenados, entonces sera una asintota oblicua.
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En la tabla 2 observamos que a medida que x se acerca a 0 por la izquierda, los va-
lores que toma la funcién se hacen cada vez menores, alejandose tanto de O si x se
acerca lo suficiente a 0. Con simbolos lo expresamos asi:

six — 07, entonces y —— oo

Analogamente, cuando x se acerca a 0 por la derecha (tabla 3), los valores que toma la
funcion se hacen cada vez mas grandes si x se acerca suficientemente a 0:

X 0.0001 | 0.001 | 0.01 0.1 0.5 1
fx) 10 000 | 1000 100 10 2 1

Tabla 3

si x — 07, entonces y —+ o0
La recta x = 0 (el eje y) es una asintota vertical de la gréafica de f (figura 4).

+  Veamos ahora el comportamiento de f(x) = 1 cuando x se hace tan grande
como se quiera (tabla 4): *

X 1 2 10 100 1000 10 000
fx) 1 0.5 | 0.1 0.01 0.001 0.0001

Tabla 4

Simbolicamente lo expresamos: si X — oo, entonces y — 0.

Observamos que a medida que los valores de x se hacen mas grandes, los valores
de y se acercan a 0; algo similar ocurre (tabla 5) cuando los valores de x se alejan
de 0 hacia la izquierda:

X -1 -2 | =10 | =100 | —-1000 | —10 000
fix)y | -1 | 0.5 | -0.1 | =0.01 | —0.001 | —0.0001

Tabla 5
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Igualmente lo expresamos: si X — — oo, entonces y — 0.

La recta y = 0 es una asintota horizontal de la grafica de f (figura 4).

+ Graficade f(x) = 1
X

; 209
5
4
1
al| Ma)l=
2\
1 (1. 1)
y10 0 X
::-«3"11012345
(-4 -1)
2
Asintota vertical
xED
-5
Figura 4

Con un lenguaje mas formal, caracterizamos las asintotas horizontales y verticales

como sigue:

En una funcion racional y = f(x), larecta x = ¢ es una

asintota vertical de la grafica de f'si y tiende a infinito

0 a menos infinito, cuando x tiende a ¢ por la derecha

(x — ¢”) oxtiende a ¢ por la izquierda (x — ¢~), esto
es, si se verifica cualquiera de estos enunciados:

y — oo, cuando x — ¢” y ——o0, cuando x — ¢*
y — oo, cuando x — ¢~ y ——o0, cuando x — ¢~
y — oo, cuando x — ¢ y ——o0, cuando x — ¢
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En la figura 5, la recta X = ¢ es asintota vertical en cada grafica:

L1}
o

lx-:k

siz—ct, flz) — oo

S

xX=c
(]

'
'
'
1
1
1
1
'
X . x
1
1
'
'
1
1
1

1
siz—c, flz) = o0

siz—c, flz) = —o0

Figura 5

En una funcion racional y = f(x), larecta y = b es una
asintota horizontal de la grafica de f'si cuando x tiende

a infinito (o a menos infinito), y se aproxima a b:
si X — oo, entonces y — b

si x ——oo, entonces y — b

En la figura 6, la recta y = b es asintota horizontal en cada gréfica:

y

y—=>b cuando x> —o

Figura 6

y
y=b
g:_




2.3 Funciones Racionales

2.3.2 TRANSFORMACIONES DE LA FUNCION A(x) = 1

Graficaremos ahora funciones racionales que se obtienen haciendo las transformacio-
nes vistas en la seccion 1.5 a la grafica de la funcion h(x) = 1 (desplazamientos hacia
arriba, abajo, derecha o izquierda, reflejos en los ejes, alargayrcnientos 0 encogimientos
verticales u horizontales).

Ejemplo 4

Trazar la grafica de cada funcidn racional a partir de la graficade y = %

1 __3 _2x-=7
x+3 2) m(x)_x—Z 9 ) x—4

1) g(x)=

1) Sea h(x)= % La funcioén g(x) = L Ja expresamos en términos de %,
; x

. +3
asi:
g(x) = h(x +3)
Por lo tanto, la grafica de g, figura 7, se puede obtener desplazando 3 unidades a la

izquierda la grafica de 4. Asi, la grafica de g tiene una asintota vertical en x = -3y
una asintota horizontal en y = 0.

y -
5 Asintota|vertical 5 4
4 = 4
Asintdta vertical , g 3
xFD # \
2 2
2,0
11 N1 orizontal 20,
0 X yEO X
5 A -1 r 01 12 I3 4 |5 T 4 32 : 0o 1 |2
=11 -1 T -41-1
( ) > yEO ( ) 5
; \ a2
| | 4

Figura 7
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2.3 Funciones Racionales

y
. l
\n
4
3 (5. 8)
I —-
1 Asintota horizontal 213
31 =2
p (3 1) y X
-2-110123456789
2 Asintota veftica
x4
-3
4
Figura 9

&  Trazar la gréafica de las siguientes funciones racionales utilizando transforma-
ciones:

—3x+ 8
-3

2x+ 1
= (x) ==

e 2) P 3) m(x)=

1) t(x)=-—

El proceso utilizado en los ejemplos anteriores se aplica si se trata de funciones ra-
cionales simples, es decir, de la forma f(x) = %, en las cuales utilizamos la di-
vision presentada en el ejercicio 3 del ejemplo anterior y expresamos f en términos
de h: h(x) = %

Para trazar la grafica de otras funciones racionales se estudia el comportamiento de es-
tas cerca de sus asintotas verticales y horizontales.
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Ejemplo 5

—2.001

—1599.88
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x—6

x+2

x—3

h(x)

Ubicacion de la grafica
respecto al eje x




Ejemplo 6

2.3 Funciones Racionales

Asil v les 5|
i I
x=|-2 3| x=3
2
Asinfota horizontal @D [/
yEO Y - (6,[0)
Q —i—
7 5 i\ ) S CENEE A5 |6
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1.9

1.999 -

26.39

2501.38 -

-1.999 =1 %

-1

1501.63 16.64

3.333
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Ejemplo 7




5

2.3 Funciones Racionales

7
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Figura 12

& Trace la gréafica de las siguientes funciones racionales:

Dg(x) =5 2 m(x) = =223
3)t(x)_x +1 4)n(x):%

2.3.3 ASINTOTAS OBLICUAS

Las funciones racionales g(x)=—— y m(x)=- — del ejemplo 3 y

x+ 3

h(x) = W del ejemplo 4, son funciones en las cuales el numerador es un gra-
do menor que el denominador; como se puede apreciar en las graficas correspondien-

tes, la recta y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal de esas graficas.

7

En las funciones n(x) = del ejemplo 3, m(x) = —12 del ejemplo 5 y
2
p(x) = % del ejemplo 6, el grado del numerador y el del denominador es

el mismo.



2.3 Funciones Racionales

Podemos verificar que las graficas de dichas funciones tienen como asintota horizon-
tal la recta y = %, donde a y b son los coeficientes principales del numerador y del
denominador.

Para las funciones racionales en la cuales el grado del numerador es mayor que el del
denominador, se tienen otro tipo de asintotas; vamos a considerar primero aquellas en
las cuales es mayor en una unidad.

6
5 x=[2
4
3

; Yalo)
o1 2 fsfle s |s |7

N
~
—~
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2.3 Funciones Racionales

&  Trace la grafica de las siguientes funciones racionales:

x*—4

x? 2) m(x) — 952_5795"'4 3) t(x) = 1

1)g(x)=x+1 x—2 X

Por tultimo, las funciones racionales en las cuales el grado del numerador es mayor
en dos unidades o mas que el del denominador, no presentan asintotas horizontales ni

. .y 3 « . o e .
oblicuas. Con la funciéon A(x) = %tcw que se obtuvo de la actividad inicial de

esta seccion ilustraremos esta situacion; observemos su grafica:

% L/
4000

N\ 4
\ 2000 /
i /
N0 X
60 40 20 \|0 20 40

-200

-4000

-6000
Figura 16

Retomemos la pregunta del problema de la actividad inicial de esta seccion: /cudles

son las dimensiones de la caja cuya capacidad sea de 750 ml y que requiera la menor

cantidad de material?

El contexto del problema impone la condicidon de tomar el lado de la base mayor
que cero; esta restriccion la expresamos asi:
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3
A(X)ZM,xZO 2)
X
La altura y de la caja, esta expresada en términos de la ecuacion: y = 7;*20 @8
La grafica ahora es:
A

4000

3000

2000 \ /

1000 o il
""‘--..--——""""
0 9.1, 495.3) x)“
-5 0 5 no 15 20 25 30
-1000
Figura 17

Esta grafica nos dice, de manera aproximada, que el menor valor del area es 495.3,

cuando el lado de la caja es 9.1.° Hallemos el valor de y (ecuacion (1)) y el valor

correspondiente del area A4 en la ecuacion (2).

v Siremplazamos x = 9.1 en la ecuacién (1) y = 7520 , obtenemos la altura de
lacajay = 9.1cm. X

v Las dimensiones de la caja, con las condiciones requeridas, deben ser iguales,
x=y=9.1cm.

v" El 4rea superficial minimaes A(9.1) =
lo muestra la gréfica.

2(9.1)" + 3000
9.1

~ 495.3 cm?, como

Resumimos en el cuadro siguiente el procedimiento para establecer si una funcion
racional tiene asintota vertical y asintota horizontal, oblicua o ninguna de las dos;
de igual manera, si tiene, como hallarla.

3

En los cursos de célculo se puede resolver el problema con herramientas analiticas.
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2.3 Funciones Racionales

Sea R una funcion racional definida asi:
R(x) = P(x) _ ax'+ @oax' ..+ ax + do
O(x)  b.x"+ b, x" '+ ...+ bx+ b
n grado del numerador y m grado del denominador.

1) Las asintotas verticales se encuentran una vez se haya
factorizado y simplificado la funcion, calculando donde el
denominador se hace cero.

227

2) Si el grado del numerador es menor al grado del
denominador, n 1 m, la recta y =0 es asintota
horizontal de la grafica de R.

3) Si el grado del numerador es igual al grado del
denominador, n = m, la recta y = Z—” es asintota
horizontal de la grafica de R. "

4) Si el grado del numerador es uno mas que el grado del
denominador, n = m + 1, la grafica de R tiene una
asintota oblicua de la forma y = mx + b.

5) Si el grado del numerador es dos o mas que el grado del
denominador, la grafica de R no tiene ni asintota horizontal
ni oblicua.

& A partir de la grafica de cada funcidn, indique las ecuaciones de las asintotas
(vertical, horizontal u oblicua).

1) T 0 2) N 3) LA
\| o 4 e | P \ |m
7 El 5 4 13 |2 1_2U 1 /2 3 [4 H 12 \___ ‘/
kS A\TING bl
0 ] A LW N b
el g LR / \ lo«s—aa?a l4 6 [& 70
2 , \ R ] I
j / 1 \ =T i L1z
". -5 / =14 \ ‘i -16
II -6 A6 \' =20
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4) T ) TP 6) AT T/
| ] . 1 \\ 16, .1
5 4 R 12
AN hp AL | \_ i Y |
7 1T\ 2 : |
AL N : ! -~ N :
L1 12 [ o ﬂ;s:\ﬁa-l‘?n|z 4551 85"73K“4°‘2345
228 1 | \ [z | : )
| 1 [ Il | T
2 X | 1 [ il | AT 1
15 M 8 2 M 1001 |2 3 4 t
¥ Ils [ | 20
Figura 18

En el siguiente cuadro mostramos el proceso a seguir para trazar la grafica de una fun-
cion racional:

Sea R(x)= L) donde P(x) y O(x) son funciones

Q(x)’

polinomiales, Q(x) # 0:

1) Factorizamos el numerador y el denominador, y luego
simplificamos.

2) Encontramos los ceros del denominador; con estos
determinamos las ecuaciones de las asintotas verticales y
trazamos las rectas.

3) Hallamos el y—intercepto, calculando R(0). Ubicamos el
punto.

4) Hallamos los x—interceptos, esto lo hacemos igualando a
cero el numerador y resolviendo la ecuacidon. Ubicamos
los puntos.

5) Encontramos la asintota horizontal u oblicua, si la hay,
utilizando el resumen del recuadro anterior. Trazamos
dicha recta.

6) Encontramos otros valores de la funcion para determinar la
forma general de la grafica; luego la trazamos.




2.3 Funciones Racionales

IIL.

III.

2D

Halle el dominio de las siguientes funciones racionales:

_ =3 +4r—17 _r=8t+15
1) h(?‘)— 3 — 4r 2) m(t) £ —4r+ 4

_y—2 _ _—5x+10
3) g(y)_ y2_25 4) p('x) x24+2x + 1
5 n(x)= 514 6 fix)=3"25

Trace la grafica de las siguientes funciones, usando transformaciones a la fun-
cion y = o determine interceptos con los ejes y asintotas.

2
D y=_x-|1—5 2) M—
+ 1
3) y:;—l K y=—3§::__4113

A partir de la grafica de la funcién g(x) = %, trace la graficas de las siguien-
tes funciones utilizando transformaciones.

_ 1 _ 1
D Y=y’ D YT vy

) y=2;-4 4) L

X ey
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IV. Dadas las funciones racionales:

- 3x—12 _2x+4
Q) y=3t b) 2
x*+2x—3 _3x*+4x—38
) Y="— d Y= 7
230 x+ 1 x’— 4
forme la pareja con la grafica correspondiente entre las que aparecen a con-
tinuacion:
H ) 2) ()
[ 6] 7. P
[1s 7 \l s
| 14 4 4
3 \s
A E) ]
/ 1L ) —
-0 X X
6 s [afta ol fofli 2 s [a s 6 (5 14 13 12 t1y[0 [1 |2 4 5 |6
VP 2|/ N 2
e -3 X -3
\\ ¥
- 5
4 1 s
3) ) 49 )
10 : l 10 i \
o |\ o |\
o |\ 6
4 \\._ 4
:_-_'——'—" [ e | e g e 2 [ ———
0 X [ 0 X
»86412‘20\24 s & o | 8 |6 14 0 |2 |4 [6 |8 fo
-4 -4
-6 -6 \
-8 -8 ‘

Figura 19



V. Trace la grafica de las siguientes funciones:

_x—4
D fx=izd
2x + 3
3) m(x):3x2-f7x—6
2_ —_—
5 pl)=*72=2

7 = 3x+2

2
I(X): —x% +£5x—6

2.3 Funciones Racionales

. 4x*=5
8= S et
_ 3x—12

) = x*+x—6
_ X+ Tx*— 18x
n('x)_ x2_9
_x*+Tx+ 10
i) = x+2

VI. Escriba una ecuacion de una funcion racional cuya grafica cumpla las condicio-

nes dadas en cada uno de los siguientes items:

1) x—interceptos: x=-2y x=3
Asintota vertical: x =—4
Asintota horizontal y = —3

2) y—intercepto: (0, 0)
Asintota vertical: x =3

Asintota oblicua y = x — 1

VII. Problema:

1) Se necesita elaborar latas cilindricas rectas, con capacidad para 500 ml. El ma-
terial para elaborar la tapa y la base es un aluminio fuerte cuyo costo es de $200
el cm? y para elaborar el resto de la lata, el costo es de $100 el cm?. ;Cual debe
ser la longitud del radio de la lata de modo que el costo sea el minimo?
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2)

3)

h Superficie lateral h

Base O

Figura 20

El costo total C, para elaborar un articulo es igual a la suma del costo fijo k y
del costo variable, cx que depende del nimero de unidades a producir. Para x
articulos el costo total es C(x) = k + cx. El costo promedio C de produccion es

) — Cl)

Una compaiiia que fabrica hornos microondas, encuentra que los costos fijos
de produccion son de $20 000 por mes, mientras que el costo de cada horno es
de $100. La fabrica puede producir un maximo de 3 000 hornos al mes.

a. Use la funcién C para encontrar el costo promedio si son producidos 800
hornos.

b. Siel costo promedio en un mes fue de $150, ;cuantos hornos se elaboraron?

c. (Qué significa la asintota horizontal en la funcién costo promedio C ?

La ley de Coulomb establece que la fuerza F’ de atraccion o repulsion entre dos
, _ kqiq2

cargas, ¢,y q,, estd dada por ¥ = ———, donde k es una constante y r es la

distancia entre las dos cargas. Suponga que se grafica ' como una funcion de

para dos cargas positivas:

a. (Qué asintotas tiene la grafica?
b. Interprete el significado de las asintotas en términos del problema.



Ejercicios Finales de la Unidad 2

De las siguientes funciones seleccione las que sean cuadraticas y escribalas en
la forma f(x) = ax® + bx + c:

a.
b.

C.

d.

f(x)=(x*+4)(3x—1)
fry==—2(r—4yY+6

)= +3)0(2—1t)—20(t—4)(5—1)
fn) = \/zn22+\/§ B n—y3 n «/an

4

Indique el grado de cada funcion:

fx)=x*(x+2)(x—3)

g(x) = (2" + 1)(x* = 6)(x = 7)

h(x) = (x+2)(x*—3x)(x>— 5)
m(x)=x(x+x*)(x’—1)

n(x*), donde n(x) = x* — 5x* — Tx + 1

D¢ el coeficiente principal y el término constante de cada funcién:

f(x)==3x*+5x>—11x+ 7
g(x)=(3x—2)Y—(2x+3)

h(x)=(2x—2) —(x+ 3)
m(x)=(3+2x)(x+2)(x+4)3x—2)(1—2x)
n(x)=(x— b)“(x + %)4, b#0
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4. Escriba la funcion cuadratica que corresponde a cada grafica.

(1,5)

(-4, 0) X

X
234 (-3, D)\'//'ﬁ, 0) /t—ﬂ!. 0)

(-1, 4)

(3, -2]\

5. Encuentre grafica y algebraicamente, los valores de x para los cuales f(x) = g (x):

Figura 1

f(x)=x*=5 g(x)=—2x"+7
f(x)=2x"+3x—5 g(x) =142’
fx)=3x"—8x+5 g(x)=—2x*+9

6. Sea p(x) un polinomio en x con coeficiente principal a y de grado #n, no cero.
Para cada polinomio dado, encuentre el grado y el coeficiente principal:

a. 3p(x) b. p(2x) c. x%p(x) d. p(x)+4

7. Sea p(x) un polinomio de grado m y coeficiente principal a y g(x) uno de grado
n'y coeficiente principal b; suponga que m > n.

a. (Cual es el grado y el coeficiente principal de p(x) g(x)?
b. (Cual es el grado y el coeficiente principal de p(x) + g(x)?

8. Encuentre una funcion cubica que cumpla las siguientes propiedades:
a. Loscerosson:—5,—1 y 4.

b. Deizquierda a derecha la grafica decrece, crece y luego decrece.
c. La grafica cruza el eje y en 2.



9. Encuentre posibles polinomios que correspondan a cada una de las graficas que

s€ muestran:

v

a. flx)=x"(x+3)(x—4)
b. g(x)=—(x+2)V(x—1)(x—3)
c. h(x)=—x*(x+2)(x—1)(x—2)
d. m(x)=(x+3)(2x+3)(2x— 1)

11. Si alguien dice que la funcién g(x) =—x°+ x* + 1 tiene al menos dos ce-
ros, (como se puede saber que lo que esa persona dice es cierto, sin utilizar

graficadoras?

Si también afirma que la funcién g(x) = x° + x> + 1 no tiene ceros, {como se
puede saber que lo que dice es cierto, de nuevo, sin utilizar graficadoras?

12. Si la funcion cubica g(x) = x° + ax® + bx + ¢ tiene cerosenx=-2,x=1y

(-2, 64)

Ejercicios Finales de la Unidad 2

100

20
X,

Figura 2

x =3 ;cuales son los valores para a, by c?

13. Si a es una constante, reescriba la ecuaciéon x° + ax® — a’x —a’ = 0 de tal

forma que se muestren claramente las soluciones; ;cuales son?

3] a A
40 (2,-16)

10. Sin usar una calculadora o computador, bosqueje cada una de las siguientes
funciones polinomiales:

UNIDAD p.

235



m UNIDAD

236

Pensamiento Matemético

14.

15.

16.

17

18

19.

Establezca los intervalos en los cuales la grafica de la funcion
flx)=(x+5)(x+2)(x—4) esté por encima del eje x, es decir la fun-
cion sea positiva.

Establezca los intervalos en los cuales la grafica de la funcién
f(x) ==3(x+4)(x+ 1)(x — 6) esté por debajo del eje x, es decir la fun-
cion sea negativa.

Dé un ejemplo de una funcion racional que tenga las caracteristicas que se in-
dican en cada item:

a. Cruce el eje x en 1, toque el eje x en —2, asintotas verticales en x =—4 y en
x =5, y una asintota horizontal en y = 2.

b. Cruce el eje x en -3, toque el eje x en 4, una asintota vertical en x =1, y una
asintota horizontal en y = —2.

c. Dos ceros reales, uno de multiplicidad 2, asintotas verticales en x =—2 y en
x =1, y una asintota oblicua en y = 2x — 6.

(Las funciones f(x) =x—1y g(x) - 9;2;1

respuesta.

son la misma? Explique su

Encuentre el dominio de las funciones racionales:

_ 20013 _ x*—9

a. f(x)_ 3X2+ 10x—8 b g(x)— 2x2+3x— 10
__ l=x* _ x—17

©, h(x)— 5§ d. h(x)— 81 —

Encuentre los ceros de las funciones racionales:

S 4x?— 12 4+ 7x* — 18
o A= b =T
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- 10x°+9 tx’—4x—14
C. h(x)=ﬁ d. m(X)ZX xX—SX

20. a. Muestre que la funcion racional

21.

_3x-=17
se puede escribir de la forma
3 1
==
p(x) 2 x—3

b. Explique como hallar la asintota horizontal de la segunda forma y encuéntrela.

En la figura se muestra la grafica de la funcion

_ k(x—m)(x —n)
(x=p)x—gq)

f(x)

Teniendo en cuenta la grafica, encuentre los valores para k, m, n, p y g, tal que

m<nyp<gqg.

Figura 3
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22. Dadas las graficas de las funciones racionales,

a. flx) = x_—13 =2 b. g(x) = ﬁ_
238
_ x—3 _4—-x
c. h(x) = G=2x+1) d. m(x) = —x
e. n(x) = x-|952 - x?)—xl fp(x) = 2x:-31X

forme la pareja con la grafica correspondiente entre las que aparecen a conti-
nuacion:

H ()

W & U @

- -

w

r

o

-

L
Ty —— (-
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ACTIVIDAD INICIAL

Consideremos un juego entre dos personas en el que se pide “adivinar” un niimero:
—Piensa un numero.
—Ya.
—Multiplicalo por dos.
—Listo.
—Al resultado sumale cinco.
—De acuerdo. Ya esta.
—; Qué resultado obtuviste?
-23.

—FEl numero que pensaste fue el...

& (Cual fue el nimero pensado en el juego anterior?
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Realizando las operaciones inversas, en el orden contrario al indicado en las instruc-
ciones, podemos encontrar el numero: a 23 primero le restamos 5 y obtenemos 18; lue-
go dividimos 18 por 2 y el resultado es 9. El nlimero pensado fue 9.

El proceso a seguir en las instrucciones se muestra en el siguiente esquema:

nimero pensado X
i il
multiplicar por 2 2x
i !

sumar 5 2x+5

El proceso anterior lo representamos con una funcion:
fix)=2x+5
Para recuperar el nimero pensado nos regresamos realizando las operaciones inversas:

resultado X

1 il
restar cinco x—5

1 1
dividir por dos X ; >

Este nuevo proceso lo representaremos con otra funcion, la cual llamaremos la funcion
inversa de f, denotada f':
Jm(x)zuzlx_i
2 2 2

Pasemos ahora a un segundo juego:

—Piensa un numero.

—Ya.

—Elévalo al cuadrado.

—Hecho.



3.1 Funciones Uno a Uno y sus Inversas

—¢;Cual es el resultado?

9.

—El numero pensado fue el 3.
—;/No! Era 3.

En este caso, tanto 3 como —3, al elevarlos al cuadrado, dan 9. Cuando nos devolve-
mos tenemos:

lo cual nos indica que, en este caso, el proceso inverso no corresponde a una funcién
entre nimeros reales.

Representemos la instruccion de elevar al cuadrado con la funcion g(x) = x°. El hecho
de que a valores distintos como —3 y 3, les corresponda el mismo valor, el 9, hace que
la funcién g no tenga inversa. En la gréafica de la figura 1 apreciamos que si por el nu-
mero 9, en el eje y, trazamos una recta horizontal, esta corta a la grafica en dos puntos:

VL L] |

(3. 8)

-3,19)

——

= N W s ot O N 00 KD

54-32:1101234

Figura 1

UNIDAD g-

245



-

246

Pensamiento Matemético

En general, para que una funcion tenga inversa no puede suceder que a valores dife-
rentes del dominio les corresponda la misma imagen, o en otras palabras, a valores di-
ferentes del dominio tiene que corresponderles diferentes imagenes. A funciones con
esa propiedad les daremos un nombre especial:

Una funcion es uno a uno si a cualquier par de valores
diferentes en el dominio les corresponde diferentes
valores en el rango.

Consecuencia de la definicion anterior es la siguiente afirmacion:

Si una funcion f es uno a uno, tal que el codominio de f
es igual al rango de f, entonces f'tiene inversa.

Hemos visto que la funcion g(x) = x° no tiene inversa ya que hay valores diferentes de x,
en los cuales la funcion coincide (por ejemplo en —3 y 3, toma el mismo valor: 9). Una recta
horizontal trazada por 9 intercepta a la curva en dos puntos. Para la funcion f(x) = 2x + 5,
que si tiene inversa, cualquier recta horizontal no la corta en mas de un punto:

‘ 10 d l 7 y
(-3, 9) 9 (3.9
3 6
\ 7 I sif f
\| [e | 9]
] :
4
3 2
\ 2 / 1
1 0 x
X 4 F (2 r1 0o |1 |2 3
6 5 |4 13 f2 L1 fo [1 2 [3 [4 [s 1
2 -2
Figura 2

Las rectas horizontales consideradas en las graficas anteriores ilustran un método gra-
fico que nos permite comprobar si una funcién es uno a uno:



3.1 Funciones Uno a Uno y sus Inversas

PRUEBA DE LA RECTA HORIZONTAL
Si ninguna recta horizontal cruza a la grdfica de una
funcion mds de una vez, entonces la funcion es uno a uno.

Describa la diferencia en intenciones entre los criterios “Prueba de la recta
vertical” y “Prueba de la recta horizontal”.

Ejemplo 1
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Solucion




3.1 Funciones Uno a Uno y sus Inversas

& (Cudles de las graficas de la figura 6 corresponden a funciones uno a uno?

1) 2) 3)
4) 5) 6)

WA

y ¥

A

A
1V

V'l

Figura 6

Pasemos ahora a examinar relaciones algebraicas entre una funcion y su inversa. Vol-

vamos a la funcién f(x) = 2x + 5; hagamos la composicion de esta con su inversa,

flx)==% ; 3 en ambos sentidos:

(f "o )x)

2
(fef)(x)

2 2

=/ (f(x))

> =%=x,x€D0mf‘

=ff (%))

=f<x_5>=2x_5+5=x—5+5=x,x€D0m]H

UNIDAD g-

249



S
Pensamiento Matemdtico

Observamos que la inversa deshace lo que hace la funcidn y viceversa, es decir, se
cancelan mutuamente.

Con el siguiente criterio decidiremos si una funcion es la inversa de otra:

250

Una funcidn g es la inversa de una funcion f, si:
(f°g)(x)=f(g(x)) = x, para cualquier x en el dominio de g
(g°f)(x) = g(f(x)) = x, para cualquier x en el dominio de f

Ejemplo 3

Solucion
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3.1 Funciones Uno a Uno y sus Inversas

& Verifique que la funcion f(x) = —%X + 6 eslainversade g(x) = _%x + %

Examinemos ahora las graficas de la funcion f(x) = 2x+ 5 y la de su in-
versa f'(x) = %: 251

<
M

1o
<

.5,10)

Nle e o fes
OlN
—
%]
w
ot
[=]
[
@
=

Figura 7

Para cada punto de la grafica de f, figura 7, hay un punto en la grafica de /! con
las coordenadas invertidas. En las tablas 1 y 2 estan los puntos que se muestran en
la figura 7.

X 0 | -1 -5/2 | -5 X 5 3 0 -5
f 5 3 0 -5 ! 0 -1 | 52| -5
Tabla 1 Tabla 2

Observemos que las grdficas de f'y [~ son simétricas con respecto a la recta y = x.
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El siguiente procedimiento nos permite obtener la grafica de la inversa de una funcion:

Reflejando la grafica de una funcion (uno a uno) en la
recta y = x, conseguimos la grafica de su inversa.

252
Ejemplo 4

Haga la grafica de la funciéon m(x) = 2x + 4, — 1 <x < 3; trace la grafica de m,
de m~!, y determine sus dominios y rangos respectivos.

Solucion

Graficas de my de m!:
10| ¥ ';I
(3.[10) .
9 b
8 , El dominio de m es el intervalo
7| m Vi [-1, 3]; el rango es [2, 10].
6 ’/
5 > A ¢ b El dominio de m ' es el inter-
4 ’ . _
; T valo [2, 10]; el rango es [—1, 3].
.21/, o7 i
2 7 P Los dominios y rangos de m y
ol 5 m~! estan intercambiados.
5
2 2 glo [+ 24”4 s Jo [7 s Jo o
., @n
’ .
£ 3 Figura 8

. .7 . | .
Si f'es una funcion cuya inversa es ', entonces:
el dominio de [ es el rango de f
el rango de ' es el dominio de f




3.1 Funciones Uno a Uno y sus Inversas

&  Trace las graficas de la funcion n(x) = —2x + 3 y de su inversa.

¥

&

&n

N

&

L
l-lkc—-nwa-o-

)

Figura 9

Ejemplo 5

Suponga que fes una funcién uno a uno. Si f(—3) =—135, halle f'(— 5).

Solucion

Como f(—3) =—35, significa que x = -3, y y = —5. Por lo tanto, en la grafica de
/' se invierten las coordenadas de los puntos, y se tiene que x =5y y = -3, lue-

go f'(—5)=-3.

& Si f'(8)=—12, halle A—12).

& Si f(—1)=0,halle £'(0).

oo R
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Ejemplo 6

Si h(x) = 2x — 5, encuentre h~' (7).

Solucion

254
Como 7 en la funcion 4 es el valor de y, igualamos 2x— 5 a 7 y resolvemos la ecuacion:
2x—5=17
x=6
Por lo tanto, 7~ (7) = 6.
& Siflx)= —%x + 4, halle f'(—11).

Regresemos al segundo juego del inicio
de esta seccion. Si se pidiera “adivinar”

un nimero, no negativo, que elevado al

cuadrado diera nueve, no habria ningu-
na ambigiiedad y podriamos decir sin

lugar a dudas que el nimero pensado fue

el 3. Representemos el proceso resultan-
te con la funcion: A(x) = x>, x>0. La
grafica de la funcion 4 es:

N W R N 0 (©

—_—

FiguralO -1
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3.1 Funciones Uno a Uno y sus Inversas

Esta funcidn, obtenida restringiendo el dominio de la funcion cuadrética, si es uno a
uno y por tanto tiene inversa. Como la operacion que permite devolvernos es la raiz
cuadrada, tenemos que:

A (x)=x,x>0

Graficas de las funciones 2y A~ 255
oY
& ki) = o4, «[> 0.

: / s
of | [f %
5 I 2

s,
4 Pl
3 K
2 / " ‘—-'.#-#
1 — Th(z]=ValzP0

X
2 B 45 67 B P

Figura 11

Consideremos ahora la funcién g(¢) =4/t — 1, t> 1 cuya gréfica es:

10y

9

| 8

F

6

5

4

3

2 ‘?___...--"""

1 oy

0 !
1,00 2 B @4 |5 6 |7 |8 |9 10
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La funcién g es uno a uno. ;Cuadl es su inversa? En este caso, devolver las operaciones
no es tan inmediato. El siguiente procedimiento algebraico, basado en intercambiar
coordenadas, nos facilitara encontrar la inversa de una funcion. Lo ilustraremos con el
siguiente ejemplo:

256 Ejemplo 7

Solucion

Ejemplo 8

Solucion
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257

Halle la inversa de la funcion g(7) = /¢ — 1, ¢ > 1 cuya gréfica se encuentra
en la figura 12. Trace la graficade g ™' (7).

Ejemplo 9

Solucion
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D

I. ¢Cuales de las siguientes graficas representan funciones que tienen inversa?
Justifique su respuesta.

1) 2)
258 y 5 i
pu—— T — 3
91T, ™ e
/ 1 \ / 0 x
5 [+ [= / SV EEONEEE
0 X ,/ 2
y a
4 13 12 1_1 0o 1 |2 |3 / o
5
-2 6
3) 4)
y ¥
3 1
2 m "'"'.# f
0.5
1
0 X 0 2
L1 " o/ 2 |3 |4 |5 |6 |7 2n -3mf2 m2 J|0 w2 3nr2
2|/
.3 !
4 1.5

Figura 13

II. Suponga que g es una funcién uno a uno; halle el valor funcional correspondiente:

1) Sig(—2)=-11, g'(=11)=
2) Sig'(=7)=4, g(4)=
3) sig(3)=0, g (0)=

4 Sig'(9)=-3, g(=3)=
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III. Las siguientes funciones son uno a uno; halle el valor funcional indicado:

1) Sig(t)=—2t+35, g ' (—11)=

2 Si h'(r)=1 h(5) =

3) Si flx)=(x—3),x>3, f(1)= 259
4 Sim'(z2)=vVz+2,220, m(3) =

IV. Seleccione entre las graficas de la figura 15, la gréafica de la funcion inversa,
que corresponda a cada una de las graficas de las funciones, de la figura 14 (co-
loque la letra en el paréntesis).

HC) 2) ()

\ 7" ?y

6 [

5 5

\l .

3 3

2

1 1
0 L3 i L
42 pfe [z s 1_101234557\]ﬁ

3) () 49 ()
¥ y l
8 7
y
/ 4 /
s i /
. 4
P Sl
3 3
2 ; /
¥ & 1 !
0 L3 0 X
2 v o S 2 A 2 |1 oJo |1 2 [3 J4 s

Figura 14
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5
4
3 -1
2
1
0
1 o 2 |3

(2 |1
=1

o -hhtﬂ-htl(bﬂg
L |
-

c) d)
Y ¥
3 4
2 0
1 |0
1 -1
1] X -2
M o |1 3 4 |5 |8 |7 |8
- -3
2 [— -4
[—
3 - 5
-4 -6
B -7
Figura 15

V. Trace la grafica de la inversa de cada funcion:

) 2)

ll-.._-.-

)

b b b R N L
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3.1 Funciones Uno a Uno y sus Inversas

3) 4)

]

[

L ook b

x
o’ 1 |2 |3 |a 8 |8 6 -5 4 |3 (2 B o 1 2 3 4

bbb bk

b b B bbb Lo bk bl
L |

Figura 16

Halle la inversa de cada una de las siguientes funciones y escriba tanto el do-
minio como el rango de la funcion y de su inversa.

D fx)== ) gla)=2x-5
3) h(x)=x'—4 4 flx)= 1 Ex
5 glx)=vx+4 6) hx)=@x+2) x>—2

VIL En cada ejercicio verifique si la funcion g es la inversa de f.

D Alx)=6x g(x)=%

2) flx)=5x-3 g(x) = 3gx

3) Ax)=+yx+3,x>-3 g(x)=x"—3

9 flx)=_"5, x#3 g(x)=4E2 0

oo R
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fl)=yx—2, x>0 g(x)=(x—2), x>—2
_ 1 R
f(x)_(8—2x)’xi4 g(x)=14 2x,x¢0

VIII.Resuelva los siguientes problemas:

1)

2)

3)

En el afio 2010 el valor de un dolar era aproximadamente de $2 000; D re-
presenta cantidad de ddlares y P el dinero en pesos.

a) Escriba P en términos de D.
b) Escriba D en términos de P.

¢) (A cuantos dolares equivalen $20 000?

El precio de una hamburguesa sencilla se fijo en $5 000 mas $800 por cada
ingrediente. Luego, si se ordena una hamburguesa sencilla con x ingre-
dientes, el precio lo dard la funcién H(x) = 5000 + 800x.

a) Halle H(4), ;{qué significa?
b) Encuentre H'. ;Qué representa la funcién H'?
c) Halle H (8 200).

La relacion entre las escalas Fahrenheit (F) y Celsius (C) esta dada por la

funcion F(C) = %C + 32.

a) Encuentre F'(C). ;Qué representa?
b) Halle F!(68). Interprete la respuesta.



3.2 FUNCIONES EXPONENCIALES

ACTIVIDAD INICIAL
FRACTALES

Observe el procedimiento ilustrado en la figura 1: a partir de un tridngulo equilatero
(etapa 0) unimos los puntos medios de los lados para obtener 4 tridngulos equildteros
y los sombreamos, exceptuando el del centro (etapa 1); con los 3 tridngulos equilate-
ros sombreados, unimos de nuevo los puntos medios de cada uno y sombreamos los
tridngulos, exceptuando los que quedan en el centro (etapa 2) y repetimos este proce-
dimiento una vez mas (etapa 3):

A\ AA Ad £

Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Figura 1
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En cada una de las etapas del procedimiento centraremos la atencion en dos aspectos:
la cantidad de triangulos equilateros sombreados y el area total de los mismos.

&  Suponga que en la etapa 0 el area del triangulo es 1. Complete los valores par-
ticulares que faltan en las casillas de la tabla 1:

264
Cantidad de Area de la regién
Etapa # trla.n,gulos sombre.a,da (todos
equilateros los triangulos
sombreados () sombreados) (4)
0 1 1
3
1 3 "
2
3
4
n
Tabla 1

Procedimientos como el anterior en el que cada etapa se construye sobre la anterior,
se denominan recursivos. Al repetir el proceso de la figura 1, “infinitas veces”, se ob-
tiene un fractal.



3.2 Funciones Exponenciales

Las figuras 2, 3 y 4 ilustran procedimientos para construir otros fractales:

AN

Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
Figura 2
mE B BN
i ]
| B N
Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2
Figura 3

Observe en la figura 4 mas fractales:

Se autoriza su uso y reproduccion libre Figura 4
Fernando Galindo Soria www.fgalindosoria.com
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Consideremos las variables S (nimeros de tridngulos) y 4 (area de la region sombrea-
da) de la actividad inicial como funciones de la variable », definidas algebraicamente
mediante las ecuaciones: S(n) = 3", A(n) = (%)”. Observemos que en estas funcio-
nes la variable independiente se encuentra en el exponente; las funciones S'y 4 tienen
como dominio el conjunto de los enteros no negativos: {0, 1, 2, 3, 4,...}. Trataremos
funciones como S'y 4 con dominio mas amplio: los numeros reales.

Comencemos considerando la funcidén f(x) = 2*. Con la tabla 2 (ver repaso sobre ex-
ponentes), trazamos la grafica correspondiente en la figura 5:

X 2r y /
6
1 2 /
2 4 5
3 8 4
0 1
0.5 ~1.41
- 1
-1 27'==-=05
2
2 27 = 2i =025
X
1 A
-3 2—3 == =0.125 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
2° 1
Tabla 2 Figura 5

& Delafuncion f(x) = 2%, indique: dominio, rango, cortes de la grafica con los
ejes, intervalos de crecimiento o decrecimiento.



sultan 2 regiones rectangulares. Ddblela de nuevo y vuelva a doblar por la
mitad. Resultan ahora cuatro regiones rectangulares. Continue doblando por
la mitad y contando regiones. Complete la tabla 3.

Coloque 3 hojas de papel, una encima de otra, y repita los pasos anteriores.

si X — 00,

y—= >

si x >—o0,y—0

3.2 Funciones Exponenciales

Llene la tabla 4. Haga lo mismo con 5 hojas y llene la tabla 5.

Observemos en la figura 5 el comportamiento final de la funcién f'(x) = 2~

Por tanto, el eje x (la recta y = 0) es una asintota horizontal de la gréfica de f.

& Tome una hoja de papel. Doblela por la mitad. Desddblela. Observe que re-

1 hoja de papel 3 hojas de papel 5 hojas de papel
# dobleces | # regiones | [# dobleces | # regiones | |# dobleces | # regiones

X Y X Y X y

0 1 0 3 0 5

1 2 1 6 1

2 4 2 2 20

3 3 3

4 4 4

Tabla 3 Tabla 4 Tabla 5

Haga, en la figura 6, las graficas correspondientes a las tres tablas (asuma como
modelos, funciones con dominio, los nimeros reales). Una suavemente los puntos:

UNIDAD g-
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161 Y

14

12

268 0

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
-2

Figura 6

&  Escriba la definicion algebraica de cada funcién al lado de la grafica corres-
pondiente en la figura 6.

(Cudl es el intercepto con el eje y de cada funcion?

& Observe que las funciones de la figura 6 son de la forma y = a - 2*. Describa
en términos de transformaciones, relaciones entre las graficas.



3.2 Funciones Exponenciales

& Complete la tabla 6. Trace, en la figura 7, la grafica de la funcién g(x) = 3*.
Comparela con la grafica de la funcion f/(x) = 2*.

* 3" 6 ’ /
| o |
2
4
3
3
0
0.5 .
. ) flx) = 2
) I ot X
-4 -3 -2 1 0 1 2 3
-3 -1
Tabla 6 Figura 7

Observe ahora la grafica de la funcién h(x) = (%)X = (0.5)":

X
= |(z)
2 \ y
6
1 1 \
2 5
2 % 4
l 3
3 5 ’
0 1 1 z
hiz) ==
S i(z) 2]
-2 4 of Sl X
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
-3 8 4

Tabla 7 Figura 8
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1

&  Describa caracteristicas de la funcién A(x) = (7>x

270 & Compare las graficas de las funciones de la figura 9.

q By

BT ‘\ i ,
N NIV L /
\ [ ftod= YV

JE]T TN AT | )
et A —T— X
5'~543r2»11012345
2
Figura 9

& Haga la gréfica de la funcién #(x) = 17 en la figura 10. Comparela con las
graficas de la figura 9.

Figura 10



3.2 Funciones Exponenciales

& (Qué sucede con funciones como #(x) =(—4)y p(x)=0"?

Los ejemplos de funciones que se han considerado hasta el momento motivan la si-
guiente definicion:

Una funcion de la forma f(x) = a b*

esuna funcion exponencial de base b, b >0y b # 1

Sia20yb21: Sia20y01bh11:
¥
(0, a) (0, a)
X X
Figura 11
La gréfica muestra un La gréafica muestra un

crecimiento exponencial . decrecimiento o

decaimiento exponencial.
Dominio: conjunto de los nimeros reales.
Rango: ntimeros reales positivos.
y—intercepto: (0, a).

El eje x es una asintota horizontal.

oo R

271



-j UNIDAD

Pensamiento Matemético

Un ejemplo de crecimiento exponencial es el ilustrado en la figura 7 y uno de decreci-
miento exponencial se muestra en la figura 8.

&  En el mismo plano cartesiano haga las gréaficas de las funciones g(x) = 32
y h(x) =3 <%>x y describa caracteristicas de cada una.

272
* Tanto g como 4 tienen como do-
y minio los reales y rango el inter-
5
valo [0, «).
\l/
v «  Ambas tienen como y—intercep-
A to al punto (0, 3).
9= 343 //1 \\ h(z)|=3 ( ,—,W  La funcién g es creciente, en
_______// . \'\-..____: X ta.mto que la funcion £ es decre-
6 5 4 [3 12 1 (0o [1 |2 [3 |4 |s ciente.
-1
2 * La asintota horizontal de g es el
Figura 12 eje x p951t1V0, ylade & es el eje
X negativo.

5

I.  Verifique que la cantidad de triangulos no sombreados en el proceso de la figu-
ra 2 sigue un crecimiento exponencial. ;Qué funciéon modela este crecimien-
to?; en forma analoga proceda con la cantidad de cuadrados sombreados de la
figura 3.

II. Describa semejanzas y diferencias entre las graficas de las funciones

fx)=2%y g(x)=x".



3.2 Funciones Exponenciales

III. Forme la pareja de cada funcién con su grafica:

D y=3 () 2y=2:3 () 3Hy=37"-4 ()

4 y=3" () 5) y=3"+3 () 6) y==3"+5 ()

a) b) c)

¥, ¥ ' )

9 9 9

8 & I ]

T 7 ’ 7

6 ’ ] 6

5 I 5 3

4 , 4 4 l

3 3 3 I

2 2 2

1 1

0 X 0 X /,0 X
-4 3 2 1—10 1 2z |3 4 3 2 1-10 1 2 |8 4 13 2 ‘1.10 1 2 3

d) e) f)

¥y ¥ ¥
4 6 9
3 5 8
2 ’ 4 7
1 I 3 \ 6
0 I" 2 ‘ 5
4 [8 2 1 |0 [1 |2 \
e 1 4
-2 I 0 = 3
4 |3 4] o Jo 1 [2 |8
3 ] 2
’ -2 \.\
-5 -3 0 X
4 a2 ot J2 |3
£ 4 1

Figura 13
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IV. Utilice la calculadora para evaluar los valores funcionales de la tabla 8 (aproxi-
me a 3 cifras decimales):

- 2 2 —% 08 | /2
flx) =4
g(x)=-3*
0 =(3)
h(x) = (g) 2
Tabla 8

V. Halle la ecuacidn de la asintota horizontal de cada funcién de la figura 13.

VI. Halle el rango de las siguientes funciones:

) y=-10"" ) y=10"+3  3) y=—10""

4 y=,10-4 5) y=-2-10"" 6) y=—10"+2

VII. Halle el intercepto con el eje y de la grafica de cada funcidn en el ejercicio
anterior.
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3.2 Funciones Exponenciales

VIIIL. Utilice las propiedades de los exponentes en los siguientes ejercicios para con-
testar cada pregunta.

1) Si3"=35,aquéesigual 3 ?

2) Si7"=4,aquéesigual 777 ? 275
3) Si2™=3,;aquéesigual 2™ ?
4) Si8 =2,;aquéesigual 82
5)  Si5"= 10, ;aquéesigual 5 ?
6) Si6" =4, ;aquéesigual 6™ ?

IX. Determine la funcion exponencial cuya grafica se da. Halle el rango de cada

funcion:
1) 2) 3)
y Y y
g 1 18
8 0 4 | c2]16) 16
M B 2 o 3
£
7 TR 14
6 2 12
{-1.1-3) -3
5 (1. B6) 10
'

f
o

##
|
o

e
—
P——
N i
{=2]

(-1]0.2) %
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ACTIVIDAD INICIAL

N

Se tienen dos planes, A y B, para invertir una suma de $10 000. El plan A
ofrece una tasa de interés simple del 15% anual; el plan B ofrece una tasa de
interés compuesto anual del 15%. Complete la tabla 1:

PLAN A PLAN B
Afios Capital a los n afios Capital a los n afios
(n) (con interés simple) (con interés compuesto)
0 10 000 10 000
1 10 000 + 0.15(10 000) 10 000 + 0.15(10 000)
=10000+ 1 500=3$11 500 =10000+1500=3$11 500
, 11 500 + 0.15(10 000) 11 500 + 0.15(11 500)
=11 500+ 1 500=$13 000 =11500+ 1725 =$13 225
3
4

Tabla 1
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(Cual serd el capital, en cada plan, a los 12 afios? Contestar la pregunta anterior, pro-
cediendo afio por afio, es una tarea larga y engorrosa. Reescribiendo lo que se obtiene
en cada afio, como se muestra a continuacion, nos permite llegar a expresiones donde
se simplifican los célculos:

Plan A
Aiio Capital final

10 000 + 0.15(10 000) = 10 000(1 + 0.15)
10 000(1 + 0.15) + 0.15(10 000) = 10 000(1 + 0.15 + 0.15)

278

2 =10 000(1 + 2(0.15))
3 10 000(1 + 2(0.15)) + 0.15(10 000) = 10 000(1 + 2(0.15) + 0.15)
=10 000(1 + 3(0.15))
n 10 000(1 + n(0.15))
Tabla 2
Plan B
Aio Capital final

10 000 + 0.15(10 000) =10 000(1 + 0.15)

10 000(1 + 0.15) + 0.15(10 000(1 + 0.15))
2 =10 000(1 + 0.15)(1 + 0.15)
=10 000(1 + 0.15)

10 000(1 + 0.15)2+ 0.15(10 000(1 + 0.15)?)
3 = 10 000(1 +0.15)2 (1 + 0.15)
=10 000(1 + 0.15)°

n |10 000(1 +0.15)"

Tabla 3



3.3 Interés Compuesto

& (Cudl es el capital, en cada plan, a los 12 afios?

Si consideramos fijos el capital inicial (P) o capital
presente, la tasa de interés de cada periodo de tiempo
(i), y consideramos variable la cantidad total de
periodos (n), entonces el capital final (S) o suma final
es una funcién de n, dado por la expresion:

S(n) = P(1 + ni), si el interés es simple.
S(n) = P(1+1i)", si el interés es compuesto.

Ejemplo 1

Una inversion de 5 millones de pesos se deposita en una cuenta, en la que el interés
se capitaliza! mensualmente (interés compuesto) con una tasa del 1.3% mensual.
(Cual es el valor de la inversion a los 2 afios?

Solucion

Tenemos entonces que P =5 000 000, la tasa de interés es i=1.3%=0.013 mensual,
periodos, n=2(12) =24 meses; se esta pidiendo hallar S(24), la suma final a los 24
meses:

S(24) = P(1+i) =5000000(1+0.013)* =~ 6817053.35

Luego, a los 2 afios el valor de la inversion es de $6 817 053.35.

1 El interés que se liquida en cada periodo ingresa como capital en el siguiente.
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Ejemplo 2
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Solucion

Ejemplo 3

Solucion




3.3 Interés Compuesto

S(t)=2-6000000 = 12000000
12000000 = 6 000 ooo<1 + %)’
Aplicando el inverso multiplicativo a 6 000 000, en ambos lados de la ecuacion, y
sumando lo del paréntesis, la ecuacion anterior se transforma en:
12 000 000
=== = 1.015°
6 000000
2 = 1.015°
La ecuacion anterior tiene la incognita en el exponente. En las secciones 3.6 y 3.7
se daran los elementos para resolver este tipo de ecuaciones; en la seccion 3.9 se

retoma el problema.

1) Se abre un CDT por 9 millones de pesos en un banco. Si la rentabilidad es del
1.8% mensual, ;cudnto dinero se recibe si se cancela el CDT 1 afio después de
su apertura?

2) $2 000 000 se depositan en un banco a una tasa de interés anual del 18%. Halle
la suma final al cabo de 6 afios para cada uno de los siguientes métodos de ca-
pitalizacion de los intereses:

a) anual b) semestral ¢) trimestral
d) mensual e) diario f) por hora

Para los ejercicios 3y 4
El valor presente es la cantidad de dinero que debe invertirse hoy a una tasa de in-
terés dada, para producir la suma final después de un tiempo especifico.

3) (Cual es el valor presente de $3 500 000 si el interés se capitaliza semestral-
mente durante 4 afios a una tasa del 14.5% anual?

4) Halle el valor presente de $5 500 000 si los intereses se capitalizan mensual-
mente, durante 3 aflos, a una tasa de interés de:
a) 1.5% mensual.
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5)

6)

7)

8)

b)  18.6% anual.

c¢) Compare los resultados anteriores.

Se invierten $750 000 a una tasa de interés del 16.5% anual, capitalizados men-

sualmente. Encuentre la suma final después de:

a) 5afos.

b) 6 afios.

c) (al cabo de 10 afios se habra duplicado la suma final obtenida en a)?

En enero de 2009 el precio promedio de la gasolina fue de $6 850. Durante

dicho afo, el precio promedio P, en pesos, se incrementé exponencialmente

12.5% cada mes.

a)  Escriba un modelo de crecimiento exponencial que represente el precio
promedio de la gasolina después de 7 meses, a partir de enero.

b) Haga la grafica del modelo.

¢)  Use el modelo para predecir el precio de la gasolina después de 10 meses.

Suponga que su objetivo es tener ahorrados por lo menos $5 500 000 en una

cuenta, después de 5 afios. Determine la suma final al cabo de los 5 afios e in-

dique si en algtin caso logro el objetivo:

a)  sideposita $2 400 000 en una cuenta que paga un interés compuesto
anual del 15.5% anual.

b) siel deposito es de $3 700 000 en una cuenta que paga el 8% de interés
anual, capitalizado mensualmente.

c) sieldepdsito es de $3 600 000, en una cuenta que paga el 6.5% de interés
anual, capitalizado diariamente.

Si tiene una suma de $4 500 000 para depositar en un banco; jen cual de los

siguientes bancos se tiene, al cabo de 6 afios, la suma final mas alta?

BANCO Tasa de interés Tipo de
anual composicion
A 3.2% anual
B 3% semestral
C 2.8% trimestral
D 2.5% mensual




3.4 INTERES COMPUESTO CONTINUO

ACTIVIDAD INICIAL

N  Supongamos que se invierte $1 a una tasa de interés anual del 100% durante
un afio. Complete en la tabla 1 los valores correspondientes a la suma final §
para los periodos de composicidn » sefialados (P = 1, i = 100% = 1; escriba
todos los decimales que muestre la calculadora):

n (periodos de composicion) S(n)
1 (anualmente) 2
2 (semestralmente) 2.25

4  (trimestralmente)

12 (mensualmente)

365 (diariamente)

8760 (cada hora)

525600 (cada minuto)
31 536 000 (cada segundo)

Tabla 1
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En la tabla 1 podemos apreciar que a medida que » se hace mas grande, los valores de
S, obtenidos con la férmula S(n) = 1(1 + %)n, se aproximan cada vez mas al nimero
2.7182818284..., conocido en matematicas como el numero de Euler (e). La repre-
sentacion decimal del nimero e no es periodica y por tanto es un numero irracional.

‘ e=2.7182818284... )

Lo anterior indica que cuando se invierte $1 a una tasa de interés anual del 100%
durante un afio, y la cantidad de periodos de composicion es muy grande (el interés

se acumula al capital “cada instante”), la suma final es muy cercana al numero e =
2.7182818284...

Cuando el interés se acumula al capital cada instante,
hablamos de interés compuesto continuo.

Si i es la tasa de interés anual y el interés se compone en 7 periodos durante el afio, en-

tonces en 7 afios la suma final S, expresada en funcion de ¢, es:
_ L nt
S(t) = P<1 + ) .

it
Reescribiendo esta expresion en la forma: S(7) = P , y considerando el

o3

nimero de periodos de composicion » muy grande, entonces la parte que se encuentra

en el corchete se aproxima al numero e; tenemos entonces que:

Cuando el interés se compone continuamente, la suma
final S se calcula con la formula:

S(t) = Pe"
donde P es el capital inicial, i la tasa de interés anual y ¢
es el nimero de afios transcurridos.
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3.4 Interés Compuesto Continuo

Si consideramos la informacion inicial, es decir, P =1, i = 100% = 1, y remplazamos
en S, obtenemos la funcién S(7) = e. La grafica de S:

y
7
I
)
; l 285
3 s(t) 5
AR

DA
(2,100 0{0-1 t
4 13 12 -140 1 |2 rs

Ejemplo 1

Solucion

Ejemplo 2
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Solucion

Con la formula, cuando el interés se compone continuamente, siendo S = 17 500 000,
i=0.14y t=8, obtenemos P:

17500 000 = Pe14®
17500000 .. 5709 896.41

0.14(8
e (8)

P=

El capital inicial era $5 709 896.41.

1)
2)

3)

4)

5)
6)

7)

Se invierten $3 800 000 a una tasa de interés anual del 16.5%, capitalizados de

forma continua. Halle la suma final a los 6 afios.

Se invierten $850 000 a una tasa de interés del 18% anual, capitalizados conti-

nuamente. Encuentre la suma final después de 6 afios.

Un depdsito de 600 dolares recibe un interés del 14.5% anual, compuesto con-

tinuamente.

a) (Cuanto dinero hay en un afio?

b) Utilice una graficadora para representar el modelo de interés compuesto
continuo.

¢) Usela para estimar el tiempo que se necesita para tener 700 dolares.

(Cual de las siguientes tasas de interés, con sus respectivas formas de capitali-

zacion de los intereses, proporciona la mejor inversion?

a) 10.5% anual, capitalizable semestralmente.

b) 10.25% anual, capitalizable trimestralmente.

c) 10% anual, capitalizable de forma continua.

Después de 7 aiios se reciben $17 500 000 al cerrar un CDT. Halle el capital ini-

cial, si la tasa de interés anual fue del 17.5%, capitalizados en forma continua.

(Cual es el valor presente de $1 650 000 a una tasa del 12.5% anual, si los in-

tereses se capitalizan en forma continua durante 2 afios?

Si se fija como meta tener, en 5 afios, 3 000 ddlares en una cuenta que paga una

tasa de interés del 10.5% anual, compuesto continuamente, ;cuanto hay que

invertir ahora?



3.5 DINAMICA DE POBLACIONES Y
DESINTEGRACION RADIACTIVA

En la seccidn 3.3 vimos que cuando el interés se compone continuamente, la suma fi-
nal S esta dada por la funcion exponencial S(#) = Pe", donde P es el capital inicial, i
la tasa de interés anual y 7 es el nimero de afios transcurridos. La gréfica de S tiene la
forma:

b g

Figura 1

A medida que el tiempo aumenta, la suma final S (dinero acumulado) aumenta; ob-
servemos que entre mas tiempo pasa, mas rapido crece S. Se puede comprobar que /a
manera como crece S en un determinado momento es proporcional a la cantidad de
dinero que hay en ese momento.
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Se ha encontrado que varios fenomenos de la naturaleza se modelan apropiadamente
con funciones exponenciales similares a la del interés compuesto continuo; en estos,
una variable 4 depende de otra variable t (tiempo), de modo que e/ cambio en A, para
un t dado, es proporcional a la cantidad A correspondiente a ese valor de t. Ese tipo
de fendmenos se modela con la funcion:
A1) = Age"

Aqui, 4 es la cantidad inicial (r=0) y k # 0 es una constante. Si k > 0, entonces 4 crece
con el tiempo; si k <0, 4 decrece con el tiempo (figura 2):

/\A /\A

t j

N Fd

A(t) = A, k>0 A(t) = A, k< 0

Figura 2

La dindmica de poblaciones y la desintegracion radiactiva son ejemplos de fendémenos
que se modelan con funciones exponenciales de la forma A(¢) = Aye".

3.5.1. DINAMICA DE POBLACIONES

Cuando se asume la hipotesis de que una poblacion (bacterias, personas u otra especie)
crece en forma proporcional a la poblacidn total P(¢) en cualquier momento ¢, entonces
empleamos el modelo matematico:
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3.5 Dindmica de Poblaciones y Desintegracién Radiactiva

2 ( t ) = P, oeﬂ
donde:
P, es la poblacion inicial,
res la tasa de crecimiento de la poblacion, y
P(?) es la poblacion después de un tiempo t.
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Ejemplo 2

Solucion

3.5.2 DESINTEGRACION RADIACTIVA

Las sustancias radiactivas pierden masa al emitir radiaciones. Este proceso es espon-
taneo y recibe el nombre de desintegracion radiactiva. Si la tasa con la que se desin-



UNIDAD
3.5 Dindmica de Poblaciones y Desintegracion Radiactiva g-

tegra la masa m de la sustancia es proporcional a la cantidad de sustancia que queda,
entonces se emplea el modelo:

m(t) = moe"”
donde:
m, es la masa inicial
r es la tasa de desintegracion radiactiva, » < 0 291
m(f) es la masa que queda en el tiempo ¢

Ejemplo 3

La tasa de desintegracion del radio 226 es 0.043322% anual. Se tiene una muestra
de 40 g de radio 226.

a) Encuentre una funcion m que modele la masa que queda después de ¢ afios.
b) (Cuanto queda de la muestra después de 3 800 afios?

Solucion

a) Lamasa inicial m, =40y r =-0.00043322. Por lo tanto la funcion es:
m(t) = 40@ —0.00043322 ¢
b) Remplazamos 7 =3 800 y obtenemos:
m(3 800) — 406 —0.00043322 - 3 800
m(3 800) =7.71
Después de 3 800 afios quedan 7.71 gramos de la muestra.

Ejemplo 4

Transcurridos 50 dias quedan 20 g de una muestra de torio 234. La tasa de desinte-

gracion radiactiva es de 2.77% por dia.

a) (Cual es la masa inicial de la muestra? Escriba la funcion que modela la masa
del torio 234, transcurridos # dias.

b) (Cuantos gramos de la muestra quedan después de 100 dias?
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Solucion

PROBLEMAS




2)

3)

4)

5)

6)

3.5 Dindmica de Poblaciones y Desintegracion Radiactiva

La poblacion mundial en el afio 2006 era de 6.54 billones de personas y la tasa
de crecimiento se estima en 0.02% por afio. Si la poblacion crece de acuerdo
con el modelo P(1) = Pe”:

a.  (Qué funcion representa la poblacion mundial transcurridos 7 afios?
b.  ;Cuadl sera la poblacion en el afio 2025?

El conteo de cierta poblacion de peces en un cultivo se inicid en el afio 2006
y en 2009 habia una poblacion de 192 870. Si la tasa de crecimiento de esa
clase de peces es del 45% anual, jcudl fue la poblacidon con que se inicio el
conteo?

El cesio 137 se desintegra de acuerdo con el siguiente modelo exponencial:

m(f) = 25¢709231057 " donde ¢ se mide en afios y la masa en gramos.

a. ;Cual es la tasa de desintegracion radiactiva del cesio 137?
b.  ;Cual es la masa inicial de la muestra?
c. (Después de 15 afios cual es la masa restante?

El estroncio 90 es un material radiactivo que se desintegra de acuerdo con la

funcion m(f) = me %", donde m, es la cantidad de estroncio, en mg, pre-

sente en la muestra inicial y 7 el tiempo medido en afios. Si la masa inicial es
de 500 mg;

a.  (Cual es la tasa de desintegracion radiactiva del estroncio 90?

b.  ;Cudnta masa queda después de 6 afios?

c.  (Transcurridos 12 afios quedara la mitad de la masa que quedo después
de 6 afios?

La cantidad de carbono 14 presente en cierto material después de ¢ afios, esta

dada por la funcién: m(f) = m, e **°"*'"; un artefacto de madera encontrado en
una tumba, 2 500 afios después de elaborado, contiene 12 mg de carbono 14:
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a.  (Cual es la tasa de desintegracion radiactiva del carbono 14?
b. ;Cuantos mg de carbono 14 contenia inicialmente el artefacto encontrado?

7) La poblacion de delfines rosados que habitan en una region del rio Amazonas
ha venido extinguiéndose a una tasa del 7% anual desde 1993. Se ha estableci-
do que el modelo exponencial P(f) = P e " se ajusta al decrecimiento de la
poblacion de delfines. Si la poblacion actual de delfines en dicha zona es de
1 500 delfines, jcual era la poblacion en 19937

294

8) Elyodo radiactivo se descompone a una tasa del 8.7% diaria. Si dicha sustancia
se desintegra siguiendo un modelo exponencial, ;cuanta masa quedara de una
muestra de 34 g de yodo transcurridos 15 dias?



3.6 LOGARITMOS

Para resolver un problema sobre interés compuesto como el siguiente:

Una suma de $10 000 se invierte a una tasa del 8%, capitalizable anualmente. ;En
cuantos arios se duplica el capital?
Planteamos la ecuacion:

20000 = 10 000(1 + 0.08)
Buscamos resolverla dividiendo los dos lados de la ecuacion por 10 000 para transfor-
marla en la ecuacidn equivalente:

2 =(1+0.08)

Notemos que en esta ecuacion la incognita se encuentra en el exponente.

¢ Como resolvemos ecuaciones cuando la incognita estad en el exponente de uno de los
términos?

En esta seccidon veremos un concepto que nos ayudara a resolver ecuaciones de esa clase.!

Para empezar, consideremos la igualdad: 2° = 8. Supongamos que se nos pide resol-
ver la ecuacion: x° = 8 (;,qué numero elevado a la tres da como resultado 8?). La res-
puesta a dicha pregunta conduce a buscar la raiz cubica de 8:

X = §/§ = 2.

Asi, preguntar por la base en una potencia conduce a preguntar por una raiz.

1 La ecuacion 2 = (1 + 0.08)" se resolvera en la seccion 3.8.
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Formulemos ahora la ecuacion: 2* = 8 (dos elevado a qué exponente da como resultado
8). La respuesta a esa pregunta conduce a buscar el logaritmo en base 2 de 8, simbolizado:
log, 8. Por tanto,

log, 8 = 3,yaque 2" = 8.

296 De modo que, preguntar por el exponente en una potencia equivale a preguntar por
un logaritmo.

El logaritmo en base b de x, escrito log, x, es el
exponente y al cual hay que elevar b
para obtener x, b” = x.

Ejemplo 1

Verificar los siguientes logaritmos:

1)log,9 =2 2)log,,1 000 =3 3)log,5=1 4)log,1=0

Solucion

1) Es cierto que log,9 =2 yaque 3°=9
2) log,,1000=3, pues 10°=1 000

3) log,5=1, yaque5'=5

4) log,1=0, porque 5°=1

Una expresion como log, (—9) no tiene sentido en los numeros reales ya que 3 elevado a
cualquier numero da como resultado un niimero positivo (ver grafica de la funcion y = 3);
tampoco tienen sentido las expresiones log, 9 ni log , 3 porque 1 elevado a cualquier nu-
mero es siempre 1 y no existe nimero al cudl elevar —9 para que dé 3.



3.6 Logaritmos

Los logaritmos no se definen para numeros negativos ni para bases negativas, cero, o0 uno.

( log, x se define parax >0, 0<b<1 o b>1 )

De una expresion con una potencia podemos pasar a una expresion con logaritmo
y viceversa. Por ejemplo, de 2° = 8, pasamos a la forma logaritmica equivalente:

log, 8 = 3; de log, 81 = 4, pasamos a la forma exponencial equivalente 3* = 81.

Sib>0,b#1,entonces la forma logaritmicalog,x =y
es equivalente a la forma exponencial b = x.

3.6.1 VALORES LOGARITMICOS ESPECIALES

Logaritmo Justificacion
log, 1=0 b'=1
log, b=1 b'=b

log, b* =x b*=b"

En las aplicaciones se usan con frecuencia logaritmos en dos bases particulares:?
Decimal o comun, cuya base es 10, el cual se acostumbra a representar sin

escribir la base: log,  x = log x.
Natural, cuya base es el nimero € ~ 2.718281, el cual se escribe: log, x = In x

log,, x =logx
log x=Inx

2 Las calculadoras traen la tecla log para evaluar los logaritmos cuya base es 10 y la tecla /n para los logaritmos naturales.
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Ejemplo 2

Solucion

EJERCICIOS




3)

107 = 0.001

3.6 Logaritmos

4) e’ =1

2\ _ 8
6) (?) = 125
8) e’ = ﬁ

III. Utilice las propiedades correspondientes a “valores logaritmicos especiales”
que se encuentran en el recuadro de la pagina anterior para calcular los siguien-
tes logaritmos:

1)
3)
S)
7)

9

log, 9
log 121
log, 5’
log, slT

log,, 8

2) log,1
4) log, 36
1\4
6) log% < 2 >
8) log, 16
2

10) log, = (g—‘;)

IV. Resuelva cada ecuacion pasando a la forma exponencial:

1)
3)
S)
7)
9

log, 81 = x
log,. x =4
log 256 = 4
log, 4 =x
log5243 =-5

2) log 343 =3

4) log, (%) =X

6) log.x=0

8) log,x=-3
2

10) log, 6 =
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3.6.2 LOGARITMOS DECIMALES

En la tabla 1 se muestran algunos logaritmos decimales de potencias de 10:

X 1 10 100 1 000 10 000 100 000 1000 000
log x 0 1 2 3 4 5 6
Tabla 1

Consideremos ahora un niimero entero que no es potencia de diez, como por ejemplo
745; ya que el logaritmo decimal de un numero va aumentando a medida que aumenta
el nimero y como 745 se encuentra entre 100 y 1 000, el logaritmo de 745 es un nu-
mero que se encuentra entre 2 y 3, o en otras palabras, la parte entera de log 745 es 2
(compare con el resultado de la calculadora); un razonamiento similar nos dice que la
parte entera de log 6 021 es 3.

& Laparte entera del logaritmo de un nimero entero se puede obtener contando
las cifras del numero y restando 1. Sin usar calculadora, halle la parte entera
de los siguientes logaritmos: a) log 23 539, b) log 87.

&  Sixesunnumero entero y usted sabe que logx =7,213254..., ;cuantas cifras
tiene x?

3.6.3 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

&  El desarrollo de potencias que conducen a nimeros grandes (de 10 cifras
0 mas), es mostrado en las calculadoras en el modo de notacién cientifica.



3.6 Logaritmos

Utilice el resultado que le da la calculadora para indicar cudntas cifras tiene
el desarrollo de las siguientes potencias: 2, 29, 210,

Podemos comprobar las limitaciones de una calculadora para desarrollar potencias
como 2% (emite el mensaje —E£— o Math Error). A pesar de esto, ain podemos calcular
la cantidad de cifras de esa potencia utilizando una de las propiedades de los logarit-
mos que encontraremos a continuacion.

La primera de las propiedades que veremos esta asociada con la manera de multiplicar
dos numeros como los que se encuentran en la primera fila de la tabla 2:

X 214|816 | 32| 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

log, x 112]3] 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Tabla 2
Para multiplicar 16 y 128, por ejemplo, se toma el nimero de la segunda fila que se
encuentra en la columna donde esta el 16, o sea el 4 y se suma con el numero 7 que se
encuentra en la columna donde esté el 128, para obtener 11. Se busca el 11 en la segun-
da fila y el nimero que se encuentra en la misma columna, el 2 048, es el resultado de
la multiplicacién como puede verificarlo con una calculadora.

% Repita el procedimiento anterior para multiplicar 64 por 16 y verifique con la

calculadora.

S Antes de continuar la lectura, intente explicar porqué funciona el procedi-
miento anterior.
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Volvamos a la multiplicacion del 16 y el 128. Si los escribimos como potencias de 2 te-
nemos: 16 =2% 128 =27. De modo que multiplicar 16 y 128 es lo mismo que multiplicar
2%+ 27, cuyo resultado, por la propiedad de la multiplicacion de potencias de la misma
base, se obtiene dejando la base y sumando los exponentes; luego 24- 27 =247 =211y
como el nimero 2048 es igual a 2!, estaremos advirtiendo porqué funciona el método

302 de la tabla 2. Notemos como se transforman las multiplicaciones en sumas las cuales
son mas faciles de hacer.

Debido a que los logaritmos son exponentes, sus propiedades pueden derivarse de las
propiedades de los exponentes:

log, (xy) = log, x + log, y
El logaritmo de un producto es la suma de los

logaritmos de los factores.
Ejemplo 2

Verificar que:
1) log,(8-512) = log, 8 + log, 512 2)log (100-1000) = log 100 + log 1 000

Solucion

1) log, (8-512) = log, 8 +log, 512 (ver tabla 2)
log, (8-512) = log, (4096) = 12
log, 8 +log, 512 =3+9 =12
Por lo tanto, log, (8-512) = log, 8 + log, 512.

2) 1log(100-1000) = log 100 + log 1000 (verifique con la calculadora)
log (100-1000) = log 100 000 = 5
log 100 +1og1000 =2 +3 =5
Por lo tanto, log (100-1000) = log 100 + log 1 000.



3.6 Logaritmos

Recordemos que el cociente de potencias de la misma base se encuentra restando los
exponentes. La propiedad para el logaritmo de un cociente es similar:

log, () = log, x ~ log, »

El logaritmo de un cociente es la diferencia entre
el logaritmo del numerador y el logaritmo del
denominador.

Ejemplo 3

Solucion

UNIDAD

303



UNIDAD

304

Pensamiento Matemdtico

La propiedad logaritmica correspondiente a una potencia de potencia: (a™)" = a™ es:

log, x“ = clog, x
El logaritmo de una potencia es igual al exponente
por el logaritmo de la base.

Ejemplo 4

Solucion

Ejemplo 5

Solucion




3.6 Logaritmos

Utilice las propiedades de los logaritmos para expandir cada expresion loga-
ritmica.

1)log (625x%) 2) 1n<y:71) 3) log, (6'36")

Ejemplo 6

Solucion
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Las calculadoras traen teclas para hallar logaritmos decimales y naturales. Para las de-
mas bases los célculos se hacen utilizando la siguiente propiedad:

Cambio de base:

log, x

1 =
08, % log, a

Ejemplo 7

Solucion




3.6 Logaritmos

log120 _ 2.07918

log 120 = = ~ 2.4602
3) log 120 == 7 = 0:gas0g ~ 240028
log75 1.87506
4 1 = = ~— 6.22882
) log, 75 = T = "os0103 - 02288

I.  Use las propiedades de los logaritmos para determinar cuantas cifras tiene el
desarrollo de la potencia 24,

II. Use las propiedades de los logaritmos para escribir cada expresion dada, sin
que aparezcan productos, divisiones o potencias. Donde sea posible evalue los
logaritmos sin usar la calculadora.

1) log, (8x) 2) log, (64z)
3) log, (243y°) 4) log (6"12°)
e3
5) log, (4°8") 6) ln<7>
1000 3x
log (1000 3x
n log(132) 9 log. (73,

9) log, (x’yz) 10) log, (xy*)’
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3.,2
11) In/x(x +2) 12) log<xy )

Z4

@) 25
13) log7<49 14) log5<m>

3/ 3
15) log (#) 16) log#/ 2
Z 8

fx—1

7 log 5% ar 2

III. Use las propiedades de los logaritmos para expresar como un solo logaritmo
cada expresion dada. Donde sea posible evalue los logaritmos sin usar la cal-
culadora.

308

1) logx + log4

2) log20 + log5

3) S (log, 64 — log, 256)
4)  3(lnx+1Iny+ Inz)

5) %log7 49 + 5log, x

6) 2log, (x+3)

7) 3lnx+2Ilny—5Inz



IV.

V.

3.6 Logaritmos

8) Iny—4In(y—1)

9) log(x—3)+log(x+ 3)

10) 9log, ¥/x —log, 27x* + log, 27

11) In(x*—x—2)—In(x—2)

12) log, x + log, (x — 2) — log, (x* + 2x)

Con la calculadora, evalue:

1) log, 106 2) log 253

3) log, 4) log, 865
5

5) log,,0.25 6) log. 0.8

Muestre con ejemplos que cada una de las siguientes proposiciones es falsa:

1) log,(M+ N) = log,M + log,N
2) log,(M—N) = log,M — log,N

3) log,(M-N) = log,M-log,N
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Vimos que la funcion exponencial f(x) = 2% es uno a uno; por tanto, tiene inversa. Re-
cordemos el proceso para hallar la inversa:

escribimos y en lugar de f(x): y = 2"

intercambiamos la x y la y: x =2

despejamos la y, para eso pasamos de la forma exponencial a la logaritmica:
log, x =y

La funcién inversa de f'es entonces: f~'(x) = log, x; esta es una funcién logaritmica
en base 2.
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En la figura 1 se muestra la grafica de /! la cual obtenemos reflejando la grafica de f
en la recta y = x; observemos que la grafica tiene ahora una asintota vertical.

4
y ’
7 ’
= o ’
312 : [r=)=2 |,
rd
5 l i
’Iy=;c
4 ,
Iy
4
3 ¢ ==
2 ’, /#
> /-/_
I ’ I (2)|=l9g:x
7
b1 0] Lt
3 2 HMelo /1 (2 [3 (4 |5 [6 |7
74
’/
P 2
'd
'
’ 3
Figura 1

S Para la funcién y = log, x, determine dominio, rango (compare con el do-
minio y rango de y = 2%), interceptos con los ejes e intervalos donde crece
o decrece.

Para a positivo, diferente de 1,
y = log, x significa: a” = x

y =log_x es la funcion logaritmica en base a.

En las figuras 2 y 3 se muestran las graficas de varias funciones logaritmicas.
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-
2 ¥ =poga yEina
el
-~

1 . y=Jogzx

/

-
0 X

1 0 1 2 3 4 5 ] 7 3]3

Figura 2

& Describa caracteristicas de las funciones que se muestran en la figura 2.

y
3
2
A\
1 o R 3 [+ [5 [6 |7
-1 J———
\ y={log 1T
-2
\ -
3 \ ¥+ log L —
4l U logs A\
Figura 3

& Describa caracteristicas de las funciones que se muestran en la figura 3.



- UNIDAD

Pensamiento Matemdtico

La grafica de una funcion logaritmica, f(x) = log, x,
tiene una de estas dos formas:

sia>1: si0<a<l:
314 . N
y y
flz) =log.=z
o fla) =log .«
0<a<l
x\
1 0 2 3 4 1 0
Creciente Decreciente

Dominio: los reales positivos.
Rango: los numeros reales.
El eje y es una asintota vertical.
Intercepto con el eje x: (1, 0).

Como la inversa de la funcion f(x) =log xes f'(x) = a*,y puesto que:
(fof ")Nx)=x,(f"f)x)=x, tenemos las propiedades de las inversas:

log,a*=x, x€R

a2 = x x€(0,00)
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forme la pareja con la grafica correspondiente entre las que aparecen a continua-

cidn:
A. B. C.
316 y y y
3 4 3
2 3 2
1 2 1 \
0 X 1 0 X
TR 07 R P / L1 o 2 3 [a
| 0 X -1
/ L1 1 |2 [3 |a
2 -1 g
A o 3

D E. F
y y y
2 2 3
1 1 2
L \
0 X 0 X 1
5 M4 |3 K |0 4 132 M o |1
-1 -1 0
-1 o\ 3 |4
-2 -2 -1
\ 2
) 2

Figura 4



3.8 ECUACIONES EXPONENCIALES
Y LOGARITMICAS

Ecuaciones como 20 000 = 10 000(1 + 0.08), encontrada al comienzo de la seccion
3.6, con la incdgnita en el exponente, se resuelven con las propiedades de los expo-
nentes y los logaritmos.

Ejemplo 1

Resolver la ecuacion 2% = 32.

Solucion 1

«  Escribimos como potencia a 32 = 2°, comparamos las dos potencias y

obtenemos la solucidn:
=3
2% =12°

Igualando los exponentes llegamos a que x = 5.

Solucion 2

*  Sacamos logaritmo, en la misma base, a cada lado de la ecuacion (cual-
quier base sirve pero usualmente empleamos la decimal o la natural por
ser las mas familiares) y aplicamos propiedades de los logaritmos para

despejar la incognita:
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Verifique que se llega al mismo resultado cuando se resuelve la ecuacion del
ejemplo 1 utilizando logaritmo natural.

Ejemplo 2

Solucion
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Ejemplo 3

Solucion

319

Veamos ahora ecuaciones en las cuales la variable hace parte de una expresion que
contiene logaritmos:

Ejemplo 4

Solucion
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Ejemplo 5

Solucion

Ejemplo 6

Solucion
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7) log, (x —2) + log, x = 3 8) log, (y — 1) + log, y = log, 12
9) log(x —2)—log(x+1)=1 10) log, (x +5) — log, x = log, 6
11) 2logx = log?2 + log(12 — x) 12) In(x +2)—In(x — 3) = In7

13) log, (m — 3) + log, (m + 3) = log, 16

I11. Dadas las funciones f(x) = log, (x — 1)y g(x) = log, (3x + 1), resolver

las siguientes ecuaciones:
) flx)=3 2) g(x)=4 3) flx) = g(x)
4) flx)+g(x) =17 5) flx) — g(x) = 2

IV. Resuelva los siguientes problemas:

1) En cuanto tiempo se triplicara una suma de $185 000, si la tasa de interés
es del 7.5% anual, capitalizable continuamente?

2) (A qué tasa de interés anual capitalizable mensualmente, se invirtio una
suma de $ 1 750 000, si al cabo de 4 afios se recibieron $2 600 000?

3) Calcule el tiempo requerido para que una inversion de $5 600 000 aumente a
$9 650 000, si la tasa de interés es del 9.4% anual, capitalizable cada semestre.

4) Al cabo de 2 afios de ahorrar $3 850 000, a una tasa de interés capitalizable
trimestralmente, se recibieron $5 460 000; ;cual fue la tasa de interés?

5) Se quieren invertir $2 000 000 en titulos de ahorro que producen una tasa
de interés anual del 8.75%, capitalizable cada mes. ;Qué periodo de tiem-
po debe permanecer el dinero en el titulo a fin de ahorrar $4 850 000?

6) Calcule el rendimiento porcentual anual para una inversion que gana 7.5%
por aflo, capitalizable de manera continua.

7) Calcule el rendimiento porcentual anual para una inversion que gana 6.5%
por afio, capitalizable semestralmente.



3.9 Otros modelos con Funciones Exponenciales y Logaritmicas

3.9 OTROS MODELOS CON FUNCIONES
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

En las secciones 3.3 a 3.5 vimos como se puede modelar interés compuesto, dinamica
de poblaciones y desintegracion radiactiva con funciones exponenciales. En esta sec-
cién retomaremos esos modelos y veremos otros que ilustran la variedad de situacio-
nes en las que se utilizan funciones exponenciales y logaritmicas como modelos ma-
tematicos. Lo estudiado en las secciones 3.6 a 3.8 nos permite resolver las ecuaciones
que surgen en esos contextos.

3.9.1 DINAMICA DE POBLACIONES (SEGUNDA PARTE)

Volvamos al ejemplo 3 de la seccion 3.3. Alli llegdbamos a la ecuacion:
2 =1.015°
Esta ecuacidon la podemos resolver como se hizo en el ejemplo 1 de la seccion 3.8; sa-
cando logaritmos a ambos lados de la ecuacion:
log2 = log(1.015)"
En el lado derecho de la ecuacidn aplicamos la propiedad del logaritmo de una potencia:
log2 = t-log(1.015)
Aplicamos el inverso multiplicativo de log (1.015) para obtener:
log?2
log(1.015)
t = 46.55 trimestres
Por lo tanto, el tiempo que se requiere para que el capital se duplique es de 11.64 afios.
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Ejemplo 1

Solucion

La poblacion de perros en cierta ciudad crece de manera exponencial. La po-
blacidn inicial, en el afio 2002, era de 550 y en el afio 2010 habia 2 322 perros.

a. (Cuadl es la tasa de crecimiento anual de esta poblacion?

b. Determine la poblacion de perros prevista para el afio 2014.
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3.9.2 DESINTEGRACION RADIACTIVA (SEGUNDA PARTE)

En la seccidn 3.5.2 vimos que algunas sustancias se desintegran con una tasa » que es
proporcional a la cantidad de sustancia m que queda cuando el tiempo es ¢ (llamadas
sustancias radiactivas). En estos casos, se modela m con la funcion:
m(t)=mee",r10 325
Las sustancias radiactivas tienen una vida media especifica, la cual es el tiempo que
transcurre para que la masa de esa sustancia se desintegre a la mitad. En los ejemplos y
problemas que siguen consideraremos sustancias que obedecen a este tipo de modelo.

o

vida media

Figura 1

Ejemplo 2

El estroncio 90 tiene una vida media de 28 afios. ;Cuénto tiempo le toma a 34 gra-
mos de este is6topo reducirse a una masa de 6 gramos?

Solucion

La vida media del estroncio 90 es de 28 afios, es decir, una masa cualquiera de di-
cho elemento tarda 28 afios en desintegrarse a la mitad; por ejemplo 34 gramos de
estroncio 90 tardan 28 afios en convertirse en 17 gramos.
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La muestra de 34 gm de estroncio 90 tarda aproximadamente 70.1 afios en reducir-
se a 6 gramos.

& La vida media del uranio es de 2.7 x 10° afios. Si el uranio se desintegra ex-
ponencialmente y se tiene una muestra de 45 gramos, determine la cantidad
que queda después de 5 000 afios. 327

3.9.3 LEY DEL ENFRIAMIENTO DE NEWTON

La temperatura 7 de una taza de café caliente va disminuyendo con el tiempo 7, de ma-
nera exponencial, acercandose cada vez mas a la temperatura del medio ambiente (7 ).
En la figura 1 se muestra la grafica de 7 para una situacion particular:

T

R e R s B e e

Figura 2

La ley del enfriamiento de Newton permite modelar la temperatura mediante la funcion:
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=T+ (T-T,) i
donde:

T es la temperatura constante del medio ambiente.
T es la temperatura inicial del objeto.

k es una constante negativa.

1(?) es la temperatura en el tiempo .

Ejemplo 3

Solucion
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& De un horno que se encuentra a una temperatura de 176.5°C se saca un pavo
a un ambiente que se encuentra a una temperatura de 24°C. Un minuto des-
pués se mide la temperatura del pavo la cual resulta ser de 140°C. ;Cuél es la
temperatura del pavo 7 minutos después?

3.9.4 ESCALAS LOGARITMICAS

En las mediciones de la intensidad de los terremotos, la acidez de una sustancia, la in-
tensidad de los sonidos, la intensidad de la luz, o la radiacion, entre otros, las cantida-
des varian en rangos muy amplios. Utilizar el logaritmo, en base 10, de esas cantidades
permite trabajar con escalas (escalas logaritmicas) en las que se tiene un conjunto mas
manejable de numeros.

3.9.4.1 ESCALA DE RICHTER

Una forma de cuantificar la magnitud de un terremoto es por medio de una escala lo-
garitmica desarrollada en la década de 1930 por el sismologo norteamericano Charles
Richter (1900-1985) utilizando las ondas registradas en un aparato llamado sismografo:

‘ ondas profundas ondas superficiales

|
primera primera
' Onda P Onda §

un minuto
]

tiempo /
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Richter defini6 la magnitud M de un terremoto como:

l
M = log (S)
donde 7 es la intensidad del terremoto (medida segun la amplitud de una lectura de
330 sismégrafo tomada a 100 km del epicentro del terremoto) y S es la intensidad de un
terremoto “estandar”, de cierta magnitud (pequefia). Se considera que los sismos de
magnitud 6 o mayores son potencialmente destructivos. La magnitud de un terremoto
estandar es:

Ejemplo 4

El sismo del 26 de diciembre de 2004 al norte de Sumatra, que produjo un tsunami
causante de 200 000 muertes, se clasifico como de 9.2 en la escala de Richter. EI1 28
de marzo de 2005 se produjo una réplica en la misma zona, clasificada como de 8.5
en la escala de Richter. ;Cuantas veces fue mas intenso el sismo de 2004?

M= log<%> =logl =0

Solucion y y
9.2 =lo (—) 8.5 = lo (—)
g S 2004 g S 2005
Escrito en forma exponencial:
1 ) _ 9.2 < / ) _ 8.5
— =10 — =10
< S 2004 S 2005

Podemos expresar 9.2 = 8.5 + 0.7; utilizando las leyes de los exponentes tenemos:

L) _ 92 __ 071085 — 0.7 <L> ~ <L>
=107 =10""10* =10 ~5.01
(S 2004 S /2005 S /2005

Por lo tanto el sismo del afio 2004 fue aproximadamente 5 veces mas intenso que
la réplica de 2005.
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&  El sismo en la Ciudad de México tuvo una intensidad de 8.1 en la escala de
Richter. La intensidad del sismo en la ciudad de Tangshan, en China, fue 1.26
veces el de Ciudad de México. ;Cual fue la magnitud del sismo de Tangshan?

331

3.9.4.2 ESCALA DEL pH

El nivel de pH de una sustancia mide su acidez. Un pH bajo indica una solucion dcida
mientras que un pH alto indica una solucion bdsica. Una sustancia con un pH de 7 se
define como neutra; aquellas que tienen un pH < 7 se consideran dcidas y las que tie-
nen un pH > 7 son basicas. Se considera que el agua no contaminada tiene un pH de
7, por tanto es una sustancia neutra. El nivel de pH de algunas sustancias esta dado en
el siguiente cuadro:

Acidez de algunas sustancias
Sustancia nivel de pH

Acido de una bateria 1.0

Lima 13- 2.0
Naranja 3.0 - 4.0
Tomate 4.1 — 44
Leche de vaca 6.4 — 6.8
Galleta 7.0 — 8.5
Sangre humana 73 - 7.5
Agua de mar 8.0 — 84
Leche de magnesia 10.5

El nivel de pH de una sustancia esté por:
pH =—log[H'] (1)
donde [ H* ] es la concentracion del ion hidronio medida en moles por litro (M).
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Ejemplo 5

332 Solucion

Ejemplo 6

Solucion

Determine cudntas veces es mas acida la primera sustancia que la segunda:
Jugo de limén: pH = 2.3 vinagre: vinagre: pH = 3.3.
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En los problemas 1 a 8 asuma que las poblaciones respectivas crecen exponencial-
mente segtin el modelo P(¢) = Pye”.

1) La poblacion de cierta ciudad puede ser modelada por la ecuacion
P(t) =30e%% donde P es la poblacion en millones y 7 es el tiempo, en afios,
transcurrido desde 1970. ;Cuando la poblacion sera de 75 millones?

2) Para cierta clase de bacteria la tasa de crecimiento es del 78.5% diario.

a. (Cuando el numero de bacterias sera 20 000, si el conteo inicial es de 100?

b. ¢Cuantas bacterias habra en el cultivo transcurridos 8 dias?

c. La poblacion infectada que tiene dicha bacteria se encuentra en riesgo
cuando el cultivo que se inicia con 100 bacterias tenga mas de 12 millones
de estas. ;Cuanto tiempo tienen los cientificos para controlar la bacteria
antes de convertirse en peligro para la poblacion?

3) Enun cultivo de bacterias se inici6 el conteo a la 1 p.m.; a las 2 p.m. el nimero
de estas fue de 150 y a las 6 p.m. de 5 400.
a. Escriba una funcion exponencial que modele el crecimiento de dicha colo-
nia de bacterias.
(Cual sera el numero de bacterias a las 10 p.m.?
C. (A qué hora el nimero de bacterias sera el cuadruple de las que habia al
comienzo?

4) La poblacion de peces en cierto cultivo crece a una tasa del 45% anual. Si se
inicid el cultivo hace 2 afios y hoy hay 6.5 millones de peces:
a. ;Con cuantos peces se inici6 el cultivo?
b. Encuentre una férmula que modele la poblacion de peces transcurridos 7 afios.
c. ¢Cuanto tiempo debe transcurrir para que la poblacion inicial se triplique?

5) La poblacion de cierta ciudad, en 1995, era de 35 400 y en el afio 2006 era de
68 000.
a. Encuentre la tasa de crecimiento poblacional de dicha ciudad.
b. Escriba una formula que modele el crecimiento de la poblacion en funcién de z.
c. (Cual serd la poblacion en el afio 2014?

6) Lapoblacion mundial en el afio 2006 era de 6 540 millones de personas aproxi-
madamente. Si la poblacion del mundo continua creciendo a una tasa constan-
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te, la poblacion futura P, en billones, puede ser estimada por la funcidon

P(f) = 6.54e *%2! donde ¢ es el tiempo en afios desde 2006.

a. De acuerdo con este modelo, jen qué afio la poblacion sera el doble?

b. Algunos expertos han estimado que el suministro de alimentos del mun-
do puede apoyar una poblacion de a lo mas, 18 mil millones. ;Segun este
modelo, por cudntos mas afios el suministro de alimentos podra apoyar la
tendencia en crecimiento de la poblacion del mundo?

7) Dos diferentes tipos de bacterias se reproducen exponencialmente. El primer
tipo puede ser modelado por la funcion P (7) = 1 200 e *'***/, y el segundo pue-
de ser modelado por P, (7) =3 000 e ***°, donde 7 es el tiempo medido en ho-
ras. Si el conteo de bacterias se inicia a la misma hora en ambos cultivos, de
acuerdo con los modelos, jcuantas horas deben transcurrir para que la cantidad
de bacterias del primer modelo P, sea mayor que la cantidad del modelo P,?

8) En el afio 2005, China era el pais mas populoso del mundo, con una poblacion
estimada de 1 310 millones personas. El segundo pais mas populoso era la In-
dia, con 1 080 millones. Las poblaciones de la India y de China pueden ser mo-
deladas con P, () = 1.08¢ **'% 'y P_ (£) =1.31e *"*' respectivamente. ;Segin
estos modelos, cuando la poblacion de la India serd mayor que la de China?

En los problemas 9 a 13 utilice el modelo de desintegracion radiactiva m(7) = m e

9) Una muestra de 28 g de paladio 100 se desintegra anualmente de acuerdo con
el siguiente modelo exponencial: m(7) = 28 e 12",
a. ;Cual es la tasa de desintegracion del paladio?
b. ;Cuénto tiempo tarda en reducirse a la tercera parte?

10) La vida media del cesio son 30 afios. Si el cesio se desintegra exponencialmen-
te y se tiene una muestra de 35 mg:
a. (Cual es la tasa de desintegracion del cesio transcurridos ¢ afios?
b. Encuentre una formula que modele la masa que queda después de ¢ afios.
c. ¢Cuanto tiempo transcurre para que de la muestra queden 10 mg?

11) El radio 226 tiene una vida media de 1 800 afios. Encuentre la tasa de desinte-
gracion radiactiva de este compuesto.

12) La vida media del radio 226 es de 1 620 afios. ;Cuando una muestra de 20 gra-
mos de radio se desintegrara completamente? Explique su respuesta.
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13) Un paleontdlogo que examina los huesos del fosil de un mamut estima que
contienen solamente el 3% del carbono 14 que contenian cuando el animal es-
taba vivo. ;Hace cuantos afios murié el mamut? (la vida media del carbono 14
es de 5 760 afios).

En los problemas 14 a 16 utilice la funcion que modela la ley del enfriamiento de
Newton: 7(1)=T +(T,— T )e"

14) Se saca un ponqué de un horno cuando su temperatura ha alcanzado 160°C y la
temperatura de la habitacion donde se deja enfriar es de 18°C. Si la temperatura
del ponqué es de 46°C después de 20 minutos:

a. (cudl es la temperatura de este después de 40 minutos?
b. /en cuanto tiempo su temperatura sera de 28°C?

15) Un termometro se saca del interior de una habitacion al exterior de la casa don-
de la temperatura del aire es de —14°C. Después de estar afuera 2 minutos, el
termometro indica — 4°C y después de 5 minutos indica — 9°C. ;Cual es la tem-
peratura al interior de la habitacion?

16) Un vaso de jugo frio se saca del interior de la nevera cuya temperatura es de
—1°C y se deja en la cocina, donde la temperatura ambiente es de 21°C. Tres
minutos después, la temperatura del jugo es de 7°C. ;Cual es su temperatura
después de 10 minutos?

17) En la bahia de San Francisco se han producido dos de los sismos mas devasta-
dores; el primero en 1906, a lo largo de la falla de San Andrés, con una inten-
sidad de 8.5 en la escala de Richter y el segundo en 1989 en las montafias de
Santa Cruz, con una intensidad de 7.1 en la misma escala. ;Cuantas veces fue
mayor el sismo de 1906 en comparacion con el de 19897

18) Si un terremoto es 10 veces la intensidad de otro, ;cuanta mas grande es su
magnitud en la escala de Richter?

19) Por razones de salud, el médico le recomend6 a Sandra que evitara comidas
que tuvieran un pH menor que 4.5. ;Cual es la concentracion de ion hidronio
en la comida que puede consumir Sandra? Dé ejemplos de comidas que podria
consumir Sandra atendiendo a la recomendacion del médico.

20) Tres muestras de sustancias no identificadas tienen una concentracion
del ion hidronio de [H']=4.5X107M, [H']=1.003X10"M y
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[H"]= 1.4 X 107'"°M respectivamente. Determine el pH de cada una y esta-
blezca si las sustancias son acidas, basicas o neutras.

21) Determine cuantas veces es mas acida la primera sustancia que la segunda:
a. Lluvia limpia: pH =5.6 lluvia &cida: pH = 3.8
b. NaOH:[H*]= 107" HCL:[H*]|=1

22) Los humanos tenemos cerca de 1 400 000 cabellos en la cabeza y perdemos
en promedio 75 cabellos cada dia. Si una persona nunca remplazara el cabello,
(aproximadamente cuantos afios le tomaria tener solamente 10 000 cabellos en
su cabeza?

23) La policia utiliza el contenido de alcohol en la sangre (CAS) para medir el por-
centaje de concentracion de alcohol en el torrente sanguineo de una persona.
En muchos lugares del mundo un CAS de 0.08% significa que a una persona
no se le permite manejar. Cada hora después de beber, el CAS de una persona
puede disminuir un 15%. Si una persona tiene un CAS de 0.18, ;cuantas horas
necesitara esperar para que pueda conducir legalmente?

24) En el afio 2004 la cantidad anual de mensajes spam en los celulares era de cer-
ca de 12 millones. En 2006, el total ha crecido exponencialmente a 600 millo-
nes. Escriba una funcion exponencial de la forma P(¢) = P,e™ que pueda ser
usada como modelo del incremento de dichos mensajes; escriba la funcién en
términos de 7, nimero de afios desde 2004. Si el nimero de mensajes continua
creciendo a la misma tasa, estime su numero en el afio 2016.

25) Un isétopo radioactivo es usado como fuente de potencia en un satélite. La po-

tencia de sallida P (en watts) esta dada por:

P = 50e 250", donde ¢ es el tiempo medido en dias.

a) ¢La funcion de la potencia de salida P es un ejemplo de crecimiento o de-
caimiento exponencial? Explique.

b) Encuentre la potencia disponible después de 100 dias.

c) Para operar los equipos en el satélite se requieren 10 watts de potencia.
(Durante cuanto tiempo podran operar estos equipos?

26) El peso de una barra de jabon decrece un 2.5% cada vez que es usado. Si el peso
de la barra cuando esta nueva es de 95 gramos y su desintegracion obedece a un
modelo exponencial, jcudl es su peso después de ser usada 15 veces?
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Ejercicios Finales de la Unidad 3

Reescriba la ecuacion usando exponentes en lugar de logaritmos:
a) logl0 =1 b) 1log0.001 = -3 ¢) log, x =—=
d) log3x=% e) lna=r f) log,x=1y
Reescriba la ecuacion usando logaritmos en lugar de exponentes:

a) 10°=100000 b) 10" =0.1 ¢) 52=25

d)y b =243 e) 27 =x f) &=c

Evalue, sin calculadora, o diga si la expresion es indefinida:

a) log1000 b) log<ﬁ> ¢) In(lne)
d) log0 ¢) In(s) f) log(-1)

logy/10 hy logy/10 ) 1 ( 1 )
g) log ) log i) log m
j) log10** k) e"—Inée’ ) 10"
m) 1Olog(710) n) 1010g(3a—2b) 0) eln(125+4h)
Simplifique cada expresion:
a) log10™~° b) logy 10"
¢) log1000* d) 0.7

1 2log(3x+ 1)

] f) 10

O o2( i)
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5)

6)

7)

8)

9)

Resuelva cada ecuacion:
a) 5'=20 b) 7z* =100 c) 81.5'=60.75
d) 0.035 =0.0027 e 227°=1024 H +(5)+86.75 =3’

g) logx =2logy/2 h) log(x—-1)=3 i) logx’ =6
j) 15-3logx=10 k) log (x-5)=3 ) 2logx+1=5logx
Escriba la funcion y = 2" en la forma y = e ™.

Escriba las expresiones en la forma log, x para el valor dado de b. Establezca el
valor de x y verifique su respuesta usando una calculadora:

a)logzlg b =100 b)logz18 b=10
log 90 _ log 90 _

9 4l0g5 277 D Llogs P
log 4 _ log4 _

2 log,5 b=3 ) log,5 b=3

Sea y = f(x) una funcion exponencial en la que si se aumenta x en 1, el valor
de y se triplica. Si x se aumenta en 2 unidades, entonces el valor de y se mul-
tiplica por:

a)2 b) 3 c) 5 d) 6 e) 9

Sea y = f'(x) una funcidén exponencial en la que si se aumenta x en 1, el valor
de y aumenta en un 20%. Si x se aumenta en 3 unidades, entonces el valor de y
aumenta en un:

a) 30% b) 44% ¢) 52.8% d) 72.8% e) 90%
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10) De las graficas que se muestran en la figura 1,

Figura 1

las que mejor describen a las funciones f'(x) = 20 (3)", g (x) =20 (3)™, son res-
pectivamente:

a) AyB b) ByC c) CyD d) AyC e) AyD

11) (En qué intervalos la grafica de la funcidén exponencial f'(x) = 2* se encuentra
por encima de la gréafica de la funcion lineal g (x) = 2x?

12) Algunos valores funcionales para las funciones 7, g, /4, j (unas exponenciales y
otras lineales) se muestran en la tabla siguiente. Indique cudles son exponen-
ciales. Justifique su respuesta.

x f) ) h(x) J)
0 ~500 1 10.25 1

1 ~200 2.5 8.25 0.5

2 100 6.25 6.25 0.25
3 400 15.625 4.25 0.125
4 700 39.0625 2.25 0.0625
5 1000 | 97.25625 | 025 0.03125
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13) Use algebra para hallar el punto de interseccion:

300

200
y =100+/%

100
y=2x

Figura 2 Figura 3
14) ({Qué es mayor: 80™ o 70%0?

15) Si las variables B y x estan relacionadas por la expresion B = 100(0.4)", enton-
ces cuando x aumenta en una unidad, B

a) crece en un 40% b) decrece en un 40% ¢) crece en un 60%
d) decrece en un 60% e) decrece en un 20%

16) (En cuanto tiempo se duplica cualquier cantidad invertida a una tasa de interés
anual del 8%, compuesto continuamente?

17) Una inversion de $1 200 crece a razén de 11.2% anualmente. ;Cuando tendra
un valor de $5 000?

18) En cada caso, genere una ecuacion que represente una poblacion P como una
funcion del tiempo ¢, en afios, tal que =0, P = 150, y:
a. P se duplica cada afio.
b. P disminuye en 12 unidades cada afio.
c. P aumenta en un 5% cada afo.
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19) Una poblacion decrece exponencialmente como muestra la figura 4:

E

P
200
150
(2, 96)
100
50
t (meses
5 (meses)
0 1 2 3 4 5
Figura 4

(Cual es la poblacion transcurridos 4 meses?

20) Una especie predadora de peces se introduce en un lago. El numero P de peces
después de 7 afios esta dado por P = 20-253.

a. (Cudl es el tamafio inicial de la poblacion de peces?
b. ;En cuanto tiempo se duplica la poblacioén?, ¢se triplica?
c. La poblacion deja de crecer cuando hay 200 peces. Cuando ocurrira esto?
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ACTIVIDAD INICIAL

EL NADADOR

Un nadador hace recorridos de ida y vuelta en una piscina, (figura 1) desde A hasta B,
con una rapidez de 2 metros por segundo:

<= 20m =

Figura 1

Considere una funcion d (en metros), con respecto al tiempo ¢ (en segundos), como
modelo de la distancia del nadador al punto de partida A, desde que comenzo a nadar.
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S5

Haga la gréfica de la funcion d en la figura 2.

d
20

15

5 |10 |5 [0 5 RO P5 BO B5 40 #5 HO H5 60 65 FO V5 BO

Figura 2

Indique dominio, rango, intervalos de crecimiento o decrecimiento y cortes
con los ejes.

(Para qué valores de ¢, la distancia al punto A es de 5 m?

(Encuentra algun patrén en la grafica que la diferencie de las graficas de las
funciones estudiadas hasta ahora?
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4.1 Funciones Periédicas

En la naturaleza hay muchos fenomenos asociados con repeticiones; por ejemplo, la salida y
puesta del sol cada dia (dia, noche, dia, noche...), las estaciones (primavera, verano, otofio,
invierno, primavera. .. ). Fenémenos como los anteriores son llamados periddicos o ciclicos.

En matematicas también encontramos ejemplos donde hay periodicidad:

47

e En la escritura decimal de los nimeros racionales:

2 0.181818...

11
|
Periodo

*  En los residuos de los numeros naturales cuando se dividen por un natural

determinado:

6[3 7[3 8[3 93 103 11|3 12[3_
012 [ 2]2 [0]3 [ 3 [2]3 [0 4

*  Enlos digitos de las unidades cuando se hace la expansion de las potencias

de un numero natural:
2'=[2] 22=[4] 2’=[8] 2*=1[6] 2°=3[2] 2°=6[4 2'=12[8]

* Enlamedida de los angulos como rotaciones:
¥
lﬁ'\ . @=40°=40°+360°=40° +2:360° = ...

* En la grafica de la funcién d de la actividad inicial que se muestra en la fi-
gura 3. Observemos que los valores que toma esta funcion se repiten a in-
tervalos regulares (de longitud 20); una funciéon como d es un ejemplo de

una funcion periodica.
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348 5

5 |0 |5 (10 5 20 5 BO B5 40 45 HO H5 6O B5 O Y5 B8O

Figura 3

Una funcidn f'es periodica si existe un
nimero positivo T tal que:
f(x)=f(x+T), para todo x en el dominio de f (1)
El menor valor de T que satisface (1) es el periodo de f;
la porcién de la grafica que se repite es un ciclo.

En la figura 4 se indica el periodo de la funcién d en la actividad inicial y se sefiala un ciclo:

d » i
% - un clclio

15 N

10

Periodo

Figura 4
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El periodo T es de 20 segundos, para cualquier # en el dominio de d,
d(t)y=d (t+20)

349
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Ejemplo 2

Solucion
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Veamos ahora otros rasgos asociados con las funciones periodicas:

Si una funcidn periodica tiene valor maximo M y valor
minimo m, se define amplitud A de la funcion:

L2
eje de la grdfica, la recta:
M+ m
A=
2

Ejemplo 3

Determine la amplitud y el eje de la grafica para la funcion d (figura 3).

.7

Solucion

Los valores méaximo (M) y minimo (m) de la funcién son: M =20; m =0

Por tanto, la amplitud 4 es: A = 20—2_0 =10

El eje de la grafica es larecta A = w =10

Se representan los anteriores resultados en figura 15:

20" d(m) /K
Amplitud =[10 } 15

10 Ejel y 510

5

0 t(seg)
25 20 415 410 -5.5 0 (5 10 15 20 25 B0 B5 40 45 B0 55 B0 65 VO ¥5 BO B85

Figura 15
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4.1 Funciones Periédicas

D

(Cuales de las graficas de la figura 16 corresponden a funciones periodicas?
Determine el periodo de las que lo sean:

1 2) 353
5 4 5 Y V
4 4 l\’
3 5 IV

\A\J\ nv \znv\ AV\ A\J’ 2 _I

YTV AYT AT J A

12 fow gmi2 w2 [0 2 arzznx 3 g IIV :
.2 \- 4
3 JI\s
- ’\I 4
5 L=

3)

|et®
—
e
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II. En cada una de las graficas de la figura 16, determine la amplitud y trace el eje:

1) 2)
. VST AV R AV A
; D AR SR
: x T : 7
TR R e s]s " e \I \ \l \l
3) 4)
A o]’ A | 8’ |
T AR il : A
NI\ T 7N T \ \ | |
fi ViEE [N IER | \ \ \ \
/ | \[/ 1] v
7 AV ACHRE 5 o |7 [s|e
j m] i o " ":n w zn[ an

Figura 17
III. Para cada item, trace la grafica de una funcion peridédica que cumpla las condi-
ciones correspondientes:
a) periodo: 6, amplitud: 4, eje: larecta y =1

b) periodo: 3, amplitud: 1, eje: la recta y =0
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ACTIVIDAD INICIAL

Suponga una rueda panoramica (figura 1) con un diametro de 20 metros, en la que
acaban de ingresar las dos ultimas personas en la canasta C para completar el cupo.
Comienza entonces a girar la rueda a las 3 p.m., con rapidez uniforme, a razén de una
vuelta cada minuto:

3 p.m.

Figura 1 Figura 2

Consideremos la altura / a la que se encuentra la canasta C como una funcion del tiem-
po ¢, transcurrido desde las 3 p.m. (figura 2).
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& Enlafigura 3 se muestran las posiciones que va ocupando la canasta para al-
gunos valores del tiempo ¢, en segundos, desde las 3 p.m., con una cuadricula
de fondo que permite estimar a simple vista la altura que va adquiriendo. Use
esas estimaciones para hacer una grafica de la funcién 4, en el plano de la fi-
gura 4, para los 3 primeros minutos (180 segundos).

20m 30 seg
45 seg 15 seg
()-;n 60 seg 0 seg
Figura 3
[ h

20
10
0 t
b |0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165 180

Figura 4

Observe que / es una funcidn periddica. ;Cudl es el periodo? Dibuje el eje
de la gréfica en la figura 4.



4.2 Funciones Circulares

4.2.1 LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

Consideremos un circulo de radio 1 centrado en el origen del plano cartesiano, y 7 un
nimero real. Un punto P recorre, a partir del punto (1, 0) una distancia ¢ por la circun-
ferencia, en sentido contrario a las manecillas del reloj si ¢ es positivo y en el mismo
sentido de las manecillas si ¢ es negativo. En las figuras 5 y 6 se ilustra esto para valo-
res de ¢ iguales a 1, 2, 0.8 y -3, respectivamente:

(0,0) 1 (1,0

Figura 5

Figura 6

oo
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La abscisa (coordenada x) y la ordenada (coordenada y) de P dependen de la distancia
recorrida ¢, son funciones de 7. Se definen coseno y seno a esas funciones, respectiva-

mente (figura 7):

X = cost
y =sent
358
y y
t>0
x\
0.0)] Cost (1,00 7] (0,0)
Figura 7

&  Utilice las figuras 5 y 6 para estimar costy sent en la tabla 1. Compare con
lo que indica su calculadora (verifique primero que esté en el modo RAD).

t cos't sent

Tablal



4.2 Funciones Circulares

Posiciones particulares de P son aquellas en donde la circunferencia intercepta a los
ejes coordenados. En la figura 8 se muestra, por ejemplo, una de ellas. ;A qué valor de
¢ corresponde esta posicion?

Figura 8

Una primera aproximacion la obtenemos observando en la figura 5 la posicion de P
para ¢ = 1; de ahi estimamos que ¢ se encuentra entre 1 y 2. Para mas precision, ob-
servemos que el valor de 7 corresponde a la cuarta parte de la longitud de la circunfe-
rencia. Como la longitud C de una circunferencia y su radio r estan relacionados por
la ecuacion: C = 27rr y ya que en este caso el radio es de longitud 1, tenemos que la
longitud de la circunferencia es 277 =~ 6.2832 . El valor de ¢ que buscamos es por tanto
la cuarta parte de 277 :

t 27 = % ~1.5708

= 1.
4
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& (A qué valor de ¢ corresponde cada posicion del punto P?

a) b) c)

360

(1.0}

Figura 9

Si P sigue recorriendo la circunferencia después de haber dado una vuelta completa,
P vuelve a ocupar las mismas posiciones que tuvo cuando comenzo6 el movimiento,

como se aprecia por ejemplo en la figura 10, en la que varios valores de ¢ conducen a
P al mismo punto (0,1):

— [
1=- r=

Figura 10

Los valores de las funciones seno y coseno comienzan a repetirse a intervalos de 277
y por tanto son funciones periodicas.



4.2 Funciones Circulares

4.2.2 GRAFICAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

En la figura 11 se muestra a P cuando ¢ = % +3 = %, al igual que posiciones de P que

se obtienen tomando algunos multiplos de %z z 2. %, 3- %, 4- % 12 %.
Utilice el circulo unitario de la figura 11 para estimar los valores de senty cost corres-
pondientes a los multiplos de % indicados y haga las gréficas respectivas en las figuras

12 y 13 (una suavemente los puntos).

Figura 11
Grafica de la funcion seno:
Sen t
1
0.5
0 2
—2r 3« — _ZfE 3 z . 3w 27 5 3
—3 2 6 2 2 2
—0.5
-1

Figura 12
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Grafica de la funcion coseno:

1
Cost
1
0.5
0 t
—27 3n —T T L L ™ 3_1'" 27 5_77 37
Y 2 6 2 2 2
—0.5
=1
Figura 13

&  Escriba a un lado de las graficas en las figuras 12 y 13 el dominio, rango, am-
plitud, periodo e interceptos con los ejes correspondientes.

4.2.3 FUNCIONES SINUSOIDALES

Las funciones seno, coseno y cualquiera que se obtenga por transformaciones de ellas
se llaman funciones sinusoidales; en otras palabras, son funciones que se pueden ex-
presar en cualquiera de las formas:

f(x)=Asen(B(x+C))+ D
flx)=A cos(B(x+C))+ D



4.2 Funciones Circulares

A continuacidn se dan varios ejemplos de funciones sinusoidales:

)

2)

3)

g(x) = 2senx
2 ¥ g(x) = Zsenw
4
1
™ 0 814
WAV
f(x) = sena@ |
Figura 14
— R
h(x) = sen(x + 2) 2
f(lr) = senj x 2 Y
1
0 X
Zom ) 21
/4
-2
-3
2 h(xz)) = pen (= —{—g 4 2
Figura 15
m(x) = sen(2x)
L y
f(z)=sena m(je) = sen(2z
1
0 X
i1 0 m
-2

Figura 16

oo

363



Pensamiento Matemdtico

4) n(x) =—sen(x)

L y
f(z)=sena > n(z) £ —ben
1
364
-1
Figura 17
5)  p(x) =sen(—x)
f(x)|=senz , ¥ B(x) = sen(—
Y 1
/ / )
i
Figura 18
6) r(x) = %sen(2x —7T)
f(z)|=senz , g Mx) = %5 en(

=2

Figura 19
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4.2 Funciones Circulares

S En cada uno de los ejemplos anteriores (figuras 14 a 19) determine eje, am-
plitud, periodo y resalte un ciclo.

& Sedala grafica de la funcién y = cos x; haga la grafica de las funciones:

a) y=cos(x+£>—2 b) y=2cosx
1 2 365
¢) y=-cos(—x) d y=—cosx+1
D 2)
1 1
] X, ] X,
an An2 o w2 fn Az o n Anz bn 1 an An2 o w2 fn Az o n Aniz B 1
-1 =1
2 3
3) 4)
1 1
0 X 0 xd
an An2 v 3wz fn Az o n Az n 1 an Anz o w2 fn Az o n Aniz B 1
-1 =1
3 2
Figura 20

& Trace lineas que unan parejas de funciones equivalentes:

y = sen(—x) y =—cos(x)
y = sen(x — %) y =—sen(x)
y = cos(—x) y = cos(x)

D'

L. ;Cual es la grafica de cada funcion?
1) y=cos2x () 2) y=%casx+1 ()

3) y=—1-2senyx () 4) y:—sen(“g) ()
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1L

III.

V.

¥ ¥
1 1
0 X 0 X
2m e m 0 /2 L e\ -3/ Ul m 0 Al o\ 3
-1
2 2
Y Y
| N |
2
A ) Vi
am 14 0 m ]7’
4 R
x 74 4 //
0
om dmz m duz |0 fvz  |m amz ] 5l N
1 4
Figura 21

Para cada funcion haga la grafica, determine dominio, rango, periodo y trace el
eje de cada grafica:

1)y = 2 sen(2x) 2)y=4cos(x+ )

3)y=—cos(x—£) 4)y=—cosx+2
2

Para cada ejercicio escriba una ecuacion de la forma y = a sen(bx) donde
a>0,b> 0, de modo que se cumplan las condiciones indicadas:

T

4

2) Minimo —8; periodo %

1) Méximo 1; periodo

Complete con sen x, cos x, —sen x 0 —cos x segun corresponda:

1) cos(—x)= 2) sen(—x) =

3)sen(x +2km)=  kEZ 4) cos(x + 2km) = ke
5)sen(x+ ) = 6) cos(x + ) =
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4.3 FUNCIONES DEFINIDAS
CON EL SENO Y EL COSENO

367

Con el seno y el coseno se define la funcion tangente por medio del cociente:

sent
cost

tant =

. sent
El cociente T

cuales cos t = 0. Por tanto el dominio de la funcion tangente es el conjunto de los nu-

tiene sentido para todos los numeros reales excepto aquellos para los
meros reales exceptuando i%, + 3%, + 5% ..

Asi como el seno y el coseno, la tangente tiene su representacion grafica en el circulo
unitario (figura 1).

sent

A cost B (1,0)

Figura 1
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Explicacion:

Supongamos que el punto P ha recorrido una distancia 7. Trazamos la semirrecta cuyo
origen es el punto (0, 0) = A 'y que pasa por P; luego trazamos la recta perpendicular
al eje x por (1, 0) y la recta perpendicular al eje x por (—1, 0). Sea Q la interseccion de
la semirrecta y alguna de las rectas perpendiculares que se acaban de trazar. Como los
triangulos AQC y APB son semejantes, se tiene:

QC _ PB
AC AB
QC _ sent
1 cost
QC = rant

Si el segmento QC esta por encima del eje x, la tangente es positiva; si estd por deba-
jo, la tangente es negativa. Observe que si ¢ = % o cualquier otro valor en donde la
tangente no esta definida, entonces deja de haber interseccion entre la semirrecta y las
rectas mencionadas.

S Enlafigura 1 1= 0.7; estime tan 0.7. Compare con su calculadora.

4.3.1 GRAFICA DE LA FUNCION TANGENTE

En la figura 2 se muestra a P para ¢ = % y posiciones que se obtienen tomando mul-

: /S /2 . /2
tiplos de o 12,2 12,3 AR
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369

Figura 2

& Utilice la figura 2 para hacer la grafica de la funcién tangente en la figura 3.

tan x

|

\
e
vy

Figura 3

S En la grafica de la tangente se puede apreciar un comportamiento asintotico
en t = % (Para cudles otros valores de ¢ hay comportamiento asintdtico?
Trace las asintotas correspondientes en la figura 3.
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&  Escriba en la figura 3 el dominio, rango, interceptos con los ejes y el periodo
de la funcion tangente .

En la figura 4 se presentan las graficas de las funciones seno, coseno y tangente, hechas

370

con un graficador:

y=senzx

-2
2Ty
Yy=coszx
=21 -Tr 0 m 2m
-1
-2
i vO3Y ]
1 1 1 []
I 1 1 1
i 1 F i i
] 1 1 ]
] 1 1 )
] 1 1 1 1
! L | Jui=tanja ! /
| [ | ' LN
/n Y A 0 i ’
1 1 1 ]
i iy 4 i i
1 1 1 1
1 1 ] 1
i i [ -2 i i
] 1 ] [}
1 1 ] 1
: -3 i !

Figura 4



oo

4.3 Funciones Definidas con el Seno y el Coseno

4.3.2 LAS FUNCIONES SECANTE, COSECANTE Y COTANGENTE

Hemos visto hasta el momento tres funciones circulares: seno, coseno 'y tangente. Con
estas funciones se definen tres funciones mas, la secante (sec), cosecante (csc) y co-
tangente (cot), asi:

secx =

COS X 371
csex =

senx
cotx =

tanx

Las gréficas correspondientes se muestran en la figura 5:

i W 3Ty I i H i 3ty i i
1 1 ] 1 L} 1 1 1
1 1 ] 1 1 1 1 ]
i i Y i | : ! 2 ' i
1 1 ] ] ] 1 ] 1
1 1 ] 1 1 1 1 ]
i ' 1= i H i 1 e
, - ‘yl SecT x : : ‘yl— c8C X |
: L o ! : ! ! 0 ' X
2  om 0§ @ 5 3 yi 0 ¥ 2
1 1 1 1 1 ] 1 ]
1 (I | I ] 1 1 = | 1 1
1 1 ] 1 1 1 ] ]
1 1 ] 1 ] 1 1 1
i P2 i i : i : |
1 1 1 ] 1 ] 1 ]
1 1 ] 1 ] 1 1 1
: b sl : ' : ' !

|
o
8
=3
8

Figura 5
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S ..
Ya que tanx = enx , EXpresamos la cotangente en terminos de seno y coseno:
coSX
cotx = 1 = 1
tanx senx
COS X
cotx = coSX
senx

4.3.3 FUNCIONES INVERSAS

En la figura 6 se observa que hay rectas horizontales que cortan a las graficas de las
funciones seno, coseno y tangente en mas de un punto:

2I\y 2I\y
y=senzx Yy=cosz

NN AN

2D -2

= tan

-2

=]

Figura 6

Lo anterior indica que esas funciones no son uno a uno y por tanto no tienen inversas.
Sin embargo, restringiendo apropiadamente los dominios respectivos se obtienen
funciones que si tienen inversas (figura 7).
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En la funcién seno, restringimos el dominio al intervalo [—%,%]:
2Ty
™
2 s
1 43 373
g y=genyd
3 | 2w 4 0 1 7 2 &
2 ] 2
™ ./ -1
=
w
D 2
Figura 7

En la figura 8 se observa como se obtiene la grafica de la inversa del seno reflejando la
grafica de la figura 7 en la recta y = x. La descripcidn explicita de la inversa del seno
es y = sen 'x, o también y = arcsen x:

Figura 8
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Para la funcion coseno el dominio se restringe al intervalo [0, 7 |. La inversa se descri-
be como y = cos 'x o también como y = arccos x (figura 9):

: -1m |7 i
347 3+
s
\ ’
Cd
374 ) s ,
™ =t -1 ™ 7
y=cos | x
2 el
1“--.\ 11 ;,
0,1) YyE=cas T 0.1)] ,/NVFcqQsz
0 m X ol X
-3 -2_:%' -1 0 1 d 2 3 -3 -2_; -1 ',' 0 (1 05 ™2 3
=1 ~— ’J‘ = Y
Ful (_77 —1) i T (—m{-1)
i) 2 Pk 2 2
s
4

Figura 9

Para la tangente, el dominio se restringe al intervalo (—7,77). La inversa se describe
como y = tan”'x o también como y = arctan x (figura 10):

Y
il Nid
l y = tan x
2 3 / y=[tan[ 'z 2 2
(Tl L)
. 1 ,/\41 ) : 1 1*4;,.-—"‘"
-t ] 0 3 oy - ) 0 E n
b (= | 2] A /o [t} 2] & | ZmAZ1 [0 [ 2| 3
{-ﬂ' —= )1 =t £ (_ i P =1 ™
W %t T

-3 -3

T T

[1° s
|

Figura 10
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En la figura 11 se muestran las graficas de y = sen 'x, y = cos 'x,
y = tan”'x. Indique dominio y rango de cada una.

y [y y |
L I HHox .
2 = ﬁ -\ o y ={tar ].r
™ 1;2-' 2| 7 I
2 2 = 3 375
y=lsin|x ; ™ 1(1 ;,/,....- |
0 x 1 - i 0 3 T x)
2 4 /o |1 %2 4| F \ d v 8 il I
2 T 2 2 gl(1,0 ! X __—_”#___;- S |
20 A 0 (] 2 3 A .
™ 2 1
i =1 T
(=3} -2} 2
(-%4-3) x % .

I. Posiciones de P correspondientes a varios nimeros reales se dan en las figuras
12 y 13. Halle los valores de las seis funciones circulares para cada una de ellas.

1) 2)

£
\ (1,0) x
(1,0) >

\)<

Figura 12
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3)

376

4)

(1,0) x

A 4

(1,0) X

Figura 13

b 4

II. Utilice las graficas de las funciones seno, coseno y tangente para determinar el
signo de los valores de las funciones circulares indicadas en la tabla para cada
uno de los cuatro cuadrantes:

Funcion I 11 I 10Y
Seno
Coseno
Tangente
Tabla 1

III. Con las graficas de las funciones seno y coseno halle todos los numeros x que

satisfacen la desigualdad: sen x < cos x, para 0 <x < 27

IV. Determine qué segmento de la figura 14 corresponde a cada funcién circular:
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a) Sent= b) Cos t= c) Tant=
d) Sec t= e) Csct= f) Cot t=

AN
-
O

377

-

N

Figura 14

V. Halle los valores funcionales solicitados a partir de la figura:

2§
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1)

4)

7)

10)

VL

1)

4)

7)

10)

13)

16)

sen—

COSzl

CSC7—7T

secsl

Calcule:

2)

5)

8)

11)

2)

5)

8)

11)

14)

17)

sen—_-

tan 7t

CSC4—7Z

S€I’l3l

sen'0

sen”! (—

N |—
~———

5

=il
coS < 5

cos 0

tan™' <£)

3

tan™' (—+/3)

3)

6)

9)

12)

3)

6)

9)

12)

15)

18)

COSS—ﬂ

tan(

sec U7

COSSl
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| 379

ACTIVIDAD INICIAL

&  Observe las cuatro situaciones de la figura 1. Describa la informacién grafica
y formule preguntas apropiadas que las conviertan en problemas.

, Edificio S
’ ~
’ ~
/, \\
P 400(“~
1'?380 \\
A 20 m Sombra: 8 m
A 100 m B
* — — —
. S R Rio
gl NN NANADAS A
Pl NAAASNAAAASNA
Nl el MW
TN VAL NLANAAANA
A «150m— B C

Figura 1
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En esta seccion veremos cémo calcular elementos desconocidos de triangulos (poli-
gonos de tres lados) que permiten contestar preguntas como las asociadas a las situa-
ciones anteriores. Revisemos en primer lugar algunos conocimientos basicos relacio-
nados con los triangulos.

380 & En el tridngulo ABC de la figura 2 identifique cada concepto: lado, dngulo,
lado opuesto a un angulo. Si B es el mayor de los angulos, ;cudl es el mayor
de los lados?

Figura 2

S Dibuje ejemplos de tipos de triangulo segun los lados (equildtero, isosceles,
escaleno).

& Dibuje ejemplos de tipos de triangulos segun los angulos (acutangulo, obtu-
sangulo, rectangulo).
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S Determine B, 0, x (figuras 3,4y 5)":

C
B
36.37 B + 10°
X x+ 207,
A z I_ B A 2
Figura 3 Figura 4 Figura 5

&  Con relacion al triangulo rectangulo de la figura 6, indique cuéles son, la /i-
potenusa, los catetos y escriba la relacion pitagorica entre los lados.

B
a c
c b A

Figura 6

&  Determine el valor de x en cada caso (figuras 7, 8 y 9):

Do e, 2) 3)

13
8 4

Figura 7 Figura 8 Figura 9

1 Letras del alfabeto griego: A o alfa; B p beta; T y gamma; A 8 delta; E € épsilon; Z { dseta; H n eta; © 0 zeta; I 1 iota; K x kappa;
A X lambda; M pmi; N v ni; E § xi; O o dmicron; IT t pi; P p ro; X ¢ sigma; T o tau; Y T ipsilon; @ ¢ fi; X x ji; ¥ y psi; Q w ome-
ga.

oo
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&  Exprese en términos de b, los lados que faltan en los tridngulos rectangulos
especiales de 60° (triangulo ADB) y 45° (triangulo ADB) (figuras 10 y 11):

Triangulo equilatero ABC Cuadrado ACBD
B
\
\
\
\
\
\
o
Figura 10 Figura 11

& Hallex,y, z, w (figuras 12y 13):

12

]

Figura 12 Figura 13

Rotaciones de un lado con respecto al otro permiten considerar angulos de cualquier
medida. Los angulos de la figura 14 se encuentran en posicion estandar, esto es, con
vértice en el origen y lado inicial en el eje x:



1y

Lado terminal

\

Vértice

Lado inicial

4.4 Funciones Trigonométricas

Angulo positivo

Y ; < —

Angulo negativo

Figura 14

&  Dibuje angulos de 45°, 90°, 180°, 270°, 360°, —45°, —-120° y 405°, en los pla-

nos de la figura 15:

y

Figura 15

oo
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La medida angular utilizada en los ejemplos anteriores es la sexagesimal; otra medida
para los angulos, especialmente util en célculo, es la de los radianes:

Si se traza un circulo unitario con centro en el vértice
del angulo y el arco interceptado es de longitud 1,
entonces el angulo central correspondiente es un angulo

de 1 radidan.

Por tanto: la medida del angulo central, en radianes, en el circulo unitario, la da la

longitud del arco (figura 16):

¥

\ 1 radian

X

}U.U}

Figura 16

(0.0

LA cuantos grados equivale un angulo de 1 radian?

Una primera estimacion la conseguimos trazando un tridngulo equildtero de lado 1,
como en la figura 17:

P
74
4, A
J', ‘\
1
l'1 1\\
A
A
1 radian = 60°

(0.0)

1

Figura 17
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Observamos que el angulo de un radian es de un poco menos de 60°.

Una mejor aproximacion la obtenemos teniendo en cuenta que cuando el arco es toda
la circunferencia, o sea cuando el arco mide 2 - 77 - 1 =27, el &ngulo central es un an-
gulo de 360°. Planteamos entonces la regla de tres:

Radianes Grados

27T 360
1 X
Resolviendo tenemos: x = 1 2‘;60 =~ 57.296°

Luego,
1 radian =57.296°

(Coémo convertir medidas angulares de grados a radianes y viceversa?

Podemos proceder con una regla de tres como la formulada anteriormente en la que a
un angulo de 27 radianes le corresponde un angulo de 360 grados, o en forma equi-
valente pero mas abreviada, que un angulo de 7 radianes corresponde a un angulo de
180 grados. Por ejemplo, veamos a cudntos radianes equivale un angulo de 60°.

Radianes  Grados
/4 180
X 60
Resolviendo la regla de tres:

_ 607 _ 7 _
180 3 = 1.05

Se acostumbra dar el resultado como una fraccion de 7. Por tanto, decimos que un an-
gulo de 60° equivale a un dngulo de % radianes.

oo
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& D¢ la medida en radianes de los dngulos de la figura 18:

N Vai
N

NSNS
\1/

oy Ty

yAY

[y

A\

ﬁ\%

NP

4.4.1 SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Figura 18

Dos tridangulos son semejantes si los angulos de uno de ellos miden lo mismo que los
del otro. Por ejemplo, los tridangulos ABC y DEF de la figura 19 son semejantes ya que
med 4A = med £D, med 4B = med £E, med £C = med «£F.

B

: —

Cc F

E

Figura 19

Observemos que el tridngulo ABC es como una “ampliacion fotografica” del tridngulo
DEF. Los lados opuestos a los pares de angulos que son iguales se llaman lados corres-
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pondientes. En este ejemplo los lados AB, BC y CA del triangulo ABC son correspon-
dientes a los lados DE, EF y FD del triangulo DEF, respectivamente.

Es importante resaltar en los triangulos semejantes que los lados correspondientes son
proporcionales, 1o cual quiere decir que la ampliacion de los lados se hace por el mis-
mo factor. Si en este caso % = 2 (el lado AB es el doble de DE), entonces % =2 (el
lado BC es el doble de EF) y % = 2 (el lado CA es el doble de FD) . Luego:

AB _ BC _ CA
DE ~ EF FD

La propiedad de la proporcionalidad de los lados en tridngulos semejantes se ha usado
desde el antiguo Egipto para calcular, por ejemplo, alturas. Asi, conociendo la altura
de una persona se puede estimar la altura de otro objeto cercano (un arbol, un muro)
midiendo las sombras respectivas. En la figura 20 se da una informacién particular (los
triangulos ABC y DEF se consideran semejantes ya que debido a la lejania del sol los
rayos llegan casi paralelamente en B y en E).

/, B
s
i P 240 = 135
e . .
A~ C E
2.40 m P h= 1.60-3.5
-7 2.4
' d
P4
-
-
e
-
zZ Por tanto, la altura del
D 13.5m F edificio es 9 m.

Figura 20

oo
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4.4.2 TRIGONOMETRIA DE LOS TRIANGULOS RECTANGULOS

& Mida los lados de los dos tridngulos de la figura 21 y escriba en la tabla 1 los
cocientes o razones indicados (redondee a una cifra decimal):

388 E

A5 [ 50° []
A 5 D F

Figura 21

Triangulo ABC Triangulo DEF

cateto opuesto al angulo de 50°
hipotenusa

cateto adyacente al angulo de 50°
hipotenusa

cateto opuesto al angulo de 50°
cateto adyacente al angulo de 50°

Tabla 1
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Observe que los resultados en las dos columnas son muy parecidos (intente dar una
explicacion de esto antes de continuar la lectura).

Como los dos tridngulos tienen los mismos angulos (50°, 90° y 40°), ellos son seme-

DF DE 7
> AC = AB? proporcion que

. Esto explica la coincidencia en los resulta-

jantes. Por tanto, los lados son proporcionales. Por ejemplo
. - DF AC
se puede escribir también como - =~

dos de la primera fila. Los demas se explican de manera similar.

De lo anterior apreciamos que los resultados de esos cocientes dependen solo del an-
gulo, no del tamafio de los triangulos. A esos cocientes obtenidos para cada angulo
agudo de un tridngulo rectangulo se les da un nombre especial:

. . Rt Forma
Cocientes o razones trigonométricas . .
simplificada
, cateto opuesto al angulo
seno del angulo = p 4 £l senof = <&
hipotenusa h
, cateto adyacente al angulo
coseno del angulo = y £ cosa =2
hipotenusa h
, cateto opuesto al angulo co
tangente del angulo = - tan o0 = —
cateto adyacente al angulo ca

Tabla 2
S De acuerdo a las definiciones dadas y los resultados de la tabla 1, complete:

cos 50° = tan 50° = sen 50° =

Compare con los resultados de la calculadora (modo angular DEG).

UNIDAD E -
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&  Establezca seno, coseno y tangente de a y de P en el triangulo de la figura 22:

390

Figura 22

% Halle seno, coseno y tangente de 45°, 60° y 30° (figura 23). Compare con la
calculadora.

Figura 23

Veamos como hallar los lados o dngulos desconocidos en un tridngulo rectangulo

Ejemplo

Encuentre los lados b, ¢ y el angulo 8 del tridngulo de la figura 24:
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Encuentre los lados o angulos desconocidos en el triangulo rectangulo ACB:

HB=70° a=95 ) a=48 b=6

3)a=155° c=17 4)p=674° c=195

Figura 25

Cuando se hizo la definicidon de seno, coseno y tangente, esta se hizo independiente de

la medida angular. Asi, por ejemplo, sen 45° = sen’®rad = L

4 J2

Como un angulo de 1° y uno de 1 radian no miden lo mismo (figura 26), tengamos cui-
dado en tener presente que sen 1° # sen lrad.

UNIDAD
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£QOP = 1 radian
R x
) / Q Figura 26
£QOR=1"

En la seccidén encontramos que se definid el seno y el coseno de un numero real en tér-
minos de las coordenadas: x =cos#, y=sent.

P(x,y)

\ 0 x| | Q 1(1.0) Figura 27

El dngulo central determinado por el arco de longitud # es de 7 radianes. En el tridngulo
rectangulo OPQ tenemos que:

Y
sent =-=-=
17
X
cost=--=x
1

Observemos que las dos formas de definir seno y coseno para angulos agudos coinciden.

4.4.3 PROBLEMAS DE APLICACION

Retomemos las 4 situaciones del comienzo de esta seccion colocando enunciados que
las convierten en problemas que se resuelven usando funciones trigonométricas, pero
antes aclaremos dos términos que emplearemos en los enunciados:
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Siun observador se encuentra mirando un objeto, la linea desde el ojo del observador
hasta el objeto se denomina /inea visual.

Cuando el objeto observado esta encima de la horizontal, el angulo formado por la /i-
nea visual y la horizontal es un angulo de elevacion.

Linea visual

Angulo de
. elevacion

Horizontal

Figura 28

Cuando el objeto observado estd abajo de la horizontal, el angulo formado por la linea
visual y la horizontal es un dngulo de depresion.

Horizontal

l Angulo de
depresion

Linea visual

Figura 29

oo
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Ejemplo 1

Edificio
| F] i

Solucion
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Ejemplo 2

395

sombra: 8 m

Solucion

Ejemplo 3

e .

.
ﬂ”“ /’,,
e\ 2
A B

'150m"
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Solucion

Nombramos los vértices y asi determinamos los tridngulos APQ y BPQ rectangu-
los; escribimos la informacion dada y seleccionamos el cociente que permita en-
contrar la altura de la montana:

3%6

Triangulo APQ Triangulo BPQ

a=20°co=h,ca=150+x B=25°co=h,ca=x

Utilizamos tangente de un angulo en cada uno de los tridngulos y despejamos x en
las ecuaciones que se obtienen:

Triangulo APQ Triangulo BPQ
___h _h
tan 20 = 150 £ x tan 25 .
150 + x = 1 xtan25=h
tan 20
___h ___h
o tan 20 S X tan 25

Igualamos y resolvemos la ecuacion:

h __h
tan 20 e tan25
h b _ 150

tan 20 a tan25
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h< tan20  tan 25

tan20 tan 25

150
tan25 — tan20
tan20 tan 25

_ tan 20 tan 25
h= 150<tan25—tan20>

h< tan25 — tan 20 )
h

h =~ 248.8

La montafa tiene una altura aproximada de 248.8 metros.

Escriba un enunciado que convierta en problema la cuarta situacion planteada
al inicio de la seccidn y resuelvala usando funciones trigonométricas.

1) Una escalera de 18 metros de largo se encuentra recostada sobre un edificio.
La base de la escalera se encuentra a 2.5 metros de la base del edificio;;cuanto
mide el angulo formado por la escalera y el edificio?

2) Desde un punto situado a 12 metros de la base de un edificio se observan, el
extremo del edificio con un angulo de elevacion de 26° y el extremo de una an-
tena, ubicada encima del edificio, con un angulo de elevacion de 32°. ;Cual es
la altura del edificio? ;Cuanto mide la antena?

UNIDAD E -

397



‘! UNIDAD

398

Pensamiento Matemético

3)

4)

S)

6)

7)

8)

9)

Desde la parte superior de un edificio que mide 35 metros de altura, una perso-
na observa un automovil que se desplaza frente al edificio. Si el angulo de de-
presion cambia de 25° a 48° durante el tiempo que dura la observacion, ;cuanto
se ha desplazado el automdvil?

El angulo de depresion de una boya desde lo alto de un faro es de 18°. Si la
altura del faro es de 25 metros, ;cudl es la distancia desde la base del faro a
la boya?

El angulo de elevacion de la parte superior de la catedral desde un punto situa-
do a 140 metros de la base de la misma, es de 68°. Determine la altura de la
catedral.

Una rampa que se encuentra en una pista mide 120 metros de largo y se eleva
12 metros. ;Cudl es el angulo de inclinacion de la rampa?

Un cable conecta la parte superior de una antena a un punto situado a 15 metros
de la base de la antena. El angulo de elevacion formado por el cable es de 70°.
(Cual es la longitud del cable? ;Cual es la altura de la torre?

Un edificio proyecta una sombra de 24 metros cuando el dangulo de elevacion
del sol es de 35°. ;Cual es la altura del edificio?

Un hombre que se encuentra a 85 metros de la base de un edificio, observa el
extremo superior con un angulo de elevacion de 38° y a una mujer que se en-
cuentra en una ventana del mismo edificio con un angulo de elevacion de 30°.
(A qué altura esta la mujer? ;Cudl es la altura del edificio?

10) El angulo de elevacion de un avion desde el aeropuerto es de 20° cuando el

avion esta directamente sobre el radar que se encuentra a 12 km del aeropuerto.
(Cual es la altitud del avion cuando se encuentra justo encima del radar?

4.4.4 LEY DE LOS SENOS

Veamos la siguente situacion:
Una represa surte de agua a la ciudad A, a través de un acueducto. Una es-
tacidon de la ciudad A bombea agua a la ciudad B. Con el fin de mejorar el
servicio se planea hacer un acueducto directamente desde la represa hasta la
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ciudad B. Si las ciudades y la represa se encuentran ubicadas como muestra
la figura 33, ;qué longitud tendra el acueducto?

Represa Ciudad B

Ciudad A

Figura 33

Observamos que se obtiene un tridangulo que no es rectangulo, en el que se conocen dos an-
gulos y el lado correspondiente a uno de ellos. Veamos como resolver este tipo de triangulos.

Consideremos el triangulo ABC, figura 34, acutangulo u obtusangulo (el proceso es el
mismo si consideramos cualquier tridngulo que no sea recto), en el cual trazamos la
altura h sobre el lado AB.

c

Figura 34

Se determinan dos triangulos rectangulos ADC y BDC, en los cuales se tiene:

triangulo ADC triangulo BCD
h h
(x = — = —
sen Y sen "

h=b-senca h=a-senf

oo
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Igualamos las dos ecuaciones:
b-sena = a-sen f3
seno _ sen 3

1
. 5 (1)
Si consideramos alturas sobre los lados BC y AC y seguimos el mismo argumento, te-
400 nemos:
sen B seny
= 2
5 . (2)

sena _ seny

= (3)

a C

De las ecuaciones (1), (2) y (3) tenemos:

senot _sen B seny
a b c

Cuando en un tridngulo se conocen dos lados y el
angulo correspondiente a uno de estos lados, o dos
angulos y el lado correspondiente a uno de los angulos,
podemos encontrar la longitud de los lados y dngulos

desconocidos utilizando la ley de senos.
seno _ sen 3 sen’y
a b c

Ejemplo

En cada uno de los tridngulos encuentre la medida de los lados o angulos que no se
conocen (a este proceso se le conoce como resolver triangulos):

1) a=117° y=25° b=10
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Resuelva los siguientes triangulos:

1) B=85% b=17 c=14
2) o=34° [=48° =25

Retomemos la situacion planteada al iniciar la seccion 4.4.4. Si la representamos en
un tridngulo como el que aparece en la figura 35, podemos establecer qué conocemos
y qué debemos hallar.
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Represa Ciudad B

C

Ciudad A
Figura 35
En el tridangulo ABC tenemos:
a=7? b=136 c=?
o="7 B =50° Yy =25°

Como se conocen dos angulos podemos hallar o:
a=180—(B+7v)=180—(50+25)=105°

Como conocemos un lado y su angulo correspondiente, podemos utilizar la /ey de
senos; tomamos la proporcion que involucre b, 3, a, ¢, ya que no conocemos a.

senﬁ _ Sena

b a
sen 50 _ sen105
36 a
Q= 36 sen 105
sen 50
a=x~454

La longitud del acueducto que va directamente de la represa a la ciudad B es de aproxi-
madamente 45.4 km.
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1) Un poste se ha desviado 8 grados de la vertical (figura 36); cuando el angulo
de elevacion del sol es de 50°, este proyecta una sombra de 10 metros. ;Cudnto
mide el poste?

10m
Figura 36

2) Dos personas que estan separadas 3.5 km observan un globo que se encuentra
entre ellos, con angulos de elevacion de 33° y 40°. Determine la distancia de
cada una al globo y la altura del mismo.

3) La distancia entre los puertos Ay C es de 6 km. Un bote sale de A hacia C pa-
sando primero por B, como se muestra en la figura 37. ;Cual fue la distancia
recorrida por el bote?

Figura 37

4) Una rueda panoramica tiene 20 carros igualmente espaciados. La distancia en-
tre carro y carro es de 4.5 metros. ;Cuanto mide el radio de la rueda?

oo
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5) La Torre de Pisa estaba originalmente perpendicular al suelo con una altura de

6)

7)

179 pies. Ahora se ha inclinado un cierto angulo con respecto a la perpendi-
cular debido al hundimiento del terreno. Cuando se observa la parte alta de la
torre desde un punto situado a 150 pies del centro de su base, el angulo de ele-
vacion es de 53.3°. ;Cuantos grados se ha inclinado la torre y qué tanto se ha
movido la parte superior con respecto a la perpendicular?

Torre de

Pisa

150 pies

Figura 38

Los angulos de elevacion a un avion en vuelo se miden desde la parte superior
y la base de un edificio que mide 24.5 metros. El angulo desde la base es de 35°
y desde la parte superior es de 31°. ;A qué altura vuela el avién?

Un hombre que mide 1.85 m estd de pie en una calle que baja en angulo cons-
tante (figura 39). Un poste de alumbrado ubicado directamente detras de €l,
forma una sombra de 6.2 m de largo. El angulo de depresion desde la parte su-
perior del hombre hasta la inclinacion de su sombra es de 35°. Halle la inclina-
cion de la calle (B).

Figura 39
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4.4.5 LEY DE LOS COSENOS

Veamos la siguiente situacion:
Dos aeroplanos dejan el aeropuerto A al mismo tiempo. El avion B vuela a 250
km/h en una direccidén de 210° y el C viaja a 300 km/h en una direccioén de 320°.
Despues de volar durante 2 horas a velocidad constante, ;a qué distancia se en-
cuentra el avion B del avion C?

Si representamos la anterior situacion tenemos el grafico de la figura 40, el cual po-
demos transformar en el grafico de la figura 41 y luego en el triangulo de la figura 42:

210° az*
2 -
500 km
e \600 km
Avién B B
250 km/h Avién € c
300 kmih
Figura 40 Figura 41 Figura 42

Observamos que nuevamente se obtiene un tridngulo que no es rectangulo, pero en
este se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos, por lo que a no se pue-
de hallar utilizando la ley de los senos. Veamos cémo resolver tridngulos cuando nos
dan la informacion del problema o cuando conocemos sus tres lados.

Consideremos el tridngulo ABC, figura 43, acutangulo (si es obtusangulo el proceso es
el mismo), en el cual trazamos la altura /4 sobre el lado AB.

Figura 43

oo
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Se determinan dos tridngulos rectangulos ADC y BDC, en los cuales se tiene:

Tridngulo ADC Tridngulo BDC
cosa=% a’=(c—x)+h’

x=b-cosa (1) a’=c’—2cx+x’+h’

x*+h*=b> (2) a’=c’—2cx+(x*+h%) (3)

Remplazamos (1) y (2) en (3):
a’=c’—2cx +(x*+h?%
a’=b"+c¢*—2bccosa

Si consideramos alturas sobre los lados BC y CA 'y procedemos de manera similar ob-
tenemos las ecuaciones:

b*=a’+ ¢’ — 2accos B

c’=a’+b’—2abcosy

Resumiendo lo anterior:

Cuando en un tridngulo se conocen dos lados y el
angulo comprendido entre los lados, o los tres lados,
podemos encontrar la longitud del lado y la medida de
los 4ngulos desconocidos utilizando la /ey de cosenos
utilizando una de las ecuaciones de acuerdo con la

informacion que se tenga.
a’=b’>+c¢*—2bccosa
b*=a*+c¢’—2accos
c’=a’+b’—2abcosy
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& Resuelva los siguientes triangulos de acuerdo con la informacion dada:

1) a=35 b=28 Yy =62°
2) a=22 b=26 c¢=34

408

Volvamos al problema planteado al inicio de la seccion 4.4.5.

A

a=110°

B a=?7 C
Figura 46
En el tridngulo ABC tenemos:
a=7? b =600 c =500
o =110° B=? Y ="?

Como se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos, podemos usar la
ley de cosenos; tomamos la primera ecuacion para hallar el valor de a, ya que cono-
cemos b, cy .

a’=b’+c*—2bccosa

a’ = 600>+ 500° —2-600-500 cos 110°

a=9029 km
Por tanto, después de 2 horas de vuelo, el avion B se encuentra a 902.9 km del avion C.



)

2)

3)

4)

5)

6)

4.4 Funciones Trigonométricas

Dos automoviles salen de una ciudad al mismo tiempo y circulan en carreteras
rectas que forman un angulo de 82°. Si viajan a 60 y 50 km/h respectivamente,
,a qué distancia se encuentran a los 12 minutos?

Un terreno tiene forma triangular con lados de 410, 320 y 160 metros de longi-
tud. ;Cual es el angulo mas pequefio del terreno?

Un barco sale de un puerto a las 11 a.m. y navega en direccion S 34° E, a una
velocidad de 40 km/h. Otro barco sale del mismo puerto a las 11:30 a.m. y na-
vega en direccion S 23° O a 35 km/h. ja qué distancia se encuentran entre si a
las 12 m.?

Las dimensiones de una caja rectangular son 16, 12 y 8 cm. ;Cudnto mide el
angulo formado por una diagonal de la base y una diagonal del lado?

Los lados de un rombo miden 16 cm y el angulo en uno de los vértices es de
64°. Halle las longitudes de las diagonales.

Un bote zarpa desde un puerto P hacia un puerto Q el cual se encuentra ubica-
do a 120 millas en direccion N 47° E. Después de navegar 70 millas el capitan
observa el rumbo en el que se encuentra navegando, N 57° E; lo corrige para
continuar hacia su destino, el puerto Q. ;En que direccion debe continuar el
viaje? ;Cuantas millas le faltan para arribar al puerto de destino?

UNIDAD E -
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D'

1) La grafica de dos funciones periodicas se muestran en la figura 1:

4]0 L ¥ ¥

N

HRGARAEI [ A A

Figura 1

B
——
I
E]

a) Halle la amplitud y el periodo de cada una.
b) Exprese cada funcién en la forma y = a sen(bx).

2) La profundidad del agua en una parte de una bahia durante un dia, varia como
se muestra en la figura (debido a las mareas). El tiempo esta dado en horas y la
profundidad en metros.

JP
6
5 Jr \ /r \
4 ,/ \ A
3| Xl LF X
N N
2
1
[i] L
4]0 4 8 12| f6| po| P4
Figura 2

Halle una funcion sinusoidal que modele la profundidad P en el tiempo .



3)

4)

Ejercicios Finales de la Unidad 4

Determine amplitud y periodo y trace la grafica de cada funcion:

a) y= S sen x

b) y=4cosx

c) y=—%cos<%x>

d) y= 2sen(x - 27”)
e) y=—4c0s(x+%>
f) y= —3sen<%x — %)

Un envase conico se construye quitando un sector de un circulo con radio 10 cm,
como se muestra en la figura 3:

6 cm

Figura 3

Determine el angulo AOB para que el envase tenga una profundidad de 6 cm.

5) Determine el nimero de soluciones de la ecuacion:

cosx +cos2x +cos3x =T

oo
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6) Halle los valores de x y de y:

x
2
>

412

45° 605

Figura 4
7) Cuando la parte mas alta de una montafia se ve desde un punto P, como el de la

figura 5, el angulo de elevacion es &. Desde un punto Q, situado d kilometros
mas cerca, el angulo de elevacién aumenta siendo ahora [3:

Ple—d —| — ——|

Figura 5

a) Muestre que la altura h de la montafia esta dada por h = S —
coto. — cot B

b) Sid=2km, @ =15°y B =20°, halle la altura de la montafia.

8) Halle los valores de los lados y angulos que faltan, en cada caso, correspon-
dientes a la figura basica:

Figura 6
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a) a=12, B =40°, y = 80°

b) a=12,[3=%md,y=%rad
c) a=8,b=5,7Y=30°

d) a=7,b=13,c=8

9) El triangulo siguiente es isosceles:

Figura 7

Utilice la ley de los cosenos para demostrar que b* = 4r° <

1 —;osﬁ>‘

10) Demuestre que el perimetro P de un poligono regular de 7 lados, inscrito en un

circulo de radio 7, esta dado por la expresion: P = 2nr sen (%)

Figura 8
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ANEXO

FUNCIONES PARES - FUNCIONES IMPARES

v y l
1 1

f(m} 0.5 0.5 g(a:) /
0 X %
-2 -1\‘. 1D 0N\ 0.5 1/.5 1.5 fr1 -D.5 0.5 /|1
-0.5 -0.5

5 [l 1.
-1.5 l -1.5

Figura 1 Figura 2

Enla seccion 1.5 se estudio la reflexion en el eje y, que en algunos casos conduce a una
simetria con respecto a dicho eje. En la figura 1 se tiene el caso de una funcion que al
aplicarle una reflexion en el eje y, f(—x), se obtiene la misma grafica, es decir, la mis-
ma funcién f(x); por tanto se tiene que:
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f(=x) = f(x)
&
;
f(z) " ()
416 :
ey :

Lo -1‘ i o\ 05 1/1.5
05

1

-1.5

Figura 3

Cuando esto ocurre se dice que la funcion es par.
En la grafica de g, figura 2, al hacer la misma consideracion se obtiene otra grafica di-

ferente, es decir g(—x) # g(x).

\ 1.5 ’ ‘
\ 9(—=) ; 9(=) /
¥l [ /

x
0.5 D.5 1.5

I
F I \
[

Figura 4
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A la grafica de la figura 2, le hacemos ahora una reflexion en el eje x y obtenemos la gra-
fica que se muestra en la figura 6, — g(x). Si comparamos esta grafica con la obtenida en
la figura 4, reflexién en el eje y, encontramos que coinciden, es decir g(—x) =—g(x),
figura 5 y 6. En este caso la funcion g es un ejemplo de una funcioén impar.

y ¥

417

1.5

\\ =) (w)} \~q(m) dfa'-)ll
1/ \ 11/

x i
2 415 0. 0.5 1.5 k2 15 0. D.5 5

-0.5 -0.5

IR [1 1. 1\
AP \ [ | \
ARy ] (1 [ \

Figura 5 Figura 6

1.5

=]

Las funciones impares son simétricas con respecto al origen:

¥ ,
rd
15 (gt m) Jl2
’,
1 s
,
3 Fd
g(z) =lz” —|z 05 4
s
I
’ X
2 hs 1 Dbs, 05 /1 15
%05
/ p
i 1
j"
rd
,
1.5
J’(_ﬁ-_'tf)
’
, 2

Figura 7
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Una funcion y = f(x) es par si, para cada x del dominio de f,
f=x) = flx).
Una funcion y = g(x) es impar si, para cada x del dominio de g,

g(—x) =—g(x).

Veamos algebraicamente por qué la funcion f(x) = x* — 2x* es una funcion par.
Verifiquemos que:

A—=x) = f(x)
(—x)'=2(—x)y =x"—2x’
x'=2x"=x"— 27

luego f'es una funcidn par.

Ahora por qué g(x) = x” — x es una funcion impar.
Verifiquemos que:
g(=x) =—g(x)
(=x) = (=x) ==(x’ = x)
- +x=—x"+x
luego g es una funcién impar.

Ejemplo
Determine si la funcion A(x) = x* — 3x” 4+ x — 1 es una funcion par o impar.
h(—x)=(—x)'=3(-xV +(—x)—1=x"+3x"—x— 1

La funcién que se obtiene es diferente de 4(x) y de —h(x) =—x*+ 3x’ —x + 1.
En este caso se dice que la funcion # no es par ni impar.
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Anexo. Funciones Pares - Funciones Impares

EJERCICIOS

I.  Determine si las graficas de las funciones que se muestran a continuacion, re-
presentan una funcion par, impar o ninguna de las dos:

1 2) 3 419
i ¥ = ¥, g i ,
: AT / 2 ’
1 5 B 2 -1?0 2 3 [a [ |\
6 15 4 vl-: 1 |12 |3 4I \ , 2 \ I 8 B 4 2% 2 4 (] e
. 1P 002 ] N\ [
i VT T 1Y { 3| \/
4) 5) 6)
) | o
\\--. x L 0 x
= \2-1 2 4 & : B B H -\ZJU 2 4 6
.2 ___/0 \ X --"/,.2
il a6 [4 2 o2 |4 |6 P
7) 8) 9)
P i Al
INANFEYAE , \ AL
‘ 8 , 3 i ‘ ‘
\/ \ sl / \ |2 / 0 x
\l/ \{ 1 \!/ FINLs] IS s R GRY o
5 H 3 |2 lgo 1 12 R 4: s s -‘;5.‘0] il el U \ \_/
- | | a a

Figura 8
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II. Verifique si las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos:

1) flx)=3x"—5x =7 2) g(t)=¢r—-3+5¢
420 3) p(t)=-2|t|-3 4) m(x)=yx+2
5) h(r)=1t2x 6) r(x)=—2x"+ 4x
x
7 h(r)=—2r'-3r'+r—-=6 8) r(x):xfz

III. Muestre que si g es una funcion, entonces la funcion P definida por:

P(.X) — g(x) +2g(—x)

es par.
IV. Muestre que si g es una funcion, entonces la funcion Q definida por:
g(x) — g(—x)
O(x) = X _E-2

es impar.

V. Considere las funciones Py Q para mostrar que:

g(x) = P(x) + O(x)

Esto significa que toda funcion g puede ser expresada como la suma de una
funcién par y una funcidén impar.
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