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PRESENTACION

Precdlculo con aplicaciones a las funciones es un texto de matematicas que aborda temas
que usualmente se incluyen en los libros de Precdlculo. En el libro se busca no solo hacer del
lenguaje matematico basico una herramienta util en muchas profesiones, sino también una
via efectiva para cursos posteriores como Cdlculo. Cada funcién en el libro tiene aplicaciones
en diversas areas a partir de modelos matematicos existentes o a partir de modelos creados
por las condiciones de cada problema.

El libro se divide en tres unidades con sus respectivas secciones. En la primera unidad se
hace un recorrido detallado sobre aspectos generales de las funciones: la funcién lineal, las
funciones a trozos, las transformaciones, las operaciones y la composicion de funciones. En la
segunda unidad se presenta el estudio de las funciones cuadraticas, polinomiales y racionales.
En la tercera unidad estan las funciones exponenciales y logaritmicas. En algunas secciones
hay una situacién inicial que plantea la necesidad del estudio de los contenidos de la seccién
y de la unidad, y posteriormente se describen de manera breve los contenidos con el apoyo
de ejemplos, graficas y actividades que pueden ser discutidas por los estudiantes. Finalmente,
se proponen ejercicios y problemas en contexto que permitan afianzar los contenidos, hacer
conjeturas, y generar discusion en la clase.

Ellibro busca facilitar el acceso a otros textos matematicos cuyo lenguaje es mas formal. Para
lograrlo, se presentan los contenidos en parrafos cortos y con lenguaje claro y sencillo que
facilite un encuentro inicial o un reencuentro con las matematicas. Cada seccién cuenta con
varios ejemplos cuya solucion es detallada y explicada, imagenes y gréficas que permiten
un acercamiento mas claro a los diferentes contenidos tratados en las secciones, y una serie
de ejercicios o problemas propuestos que permitan afianzar los temas tratados mientras se
desarrollan destrezas operativas.

Un aspecto al que se quiere dar énfasis a lo largo de las tres unidades es el uso de la tecnologia
que facilita la representacion grafica de las diferentes funciones que se estudian, y que
agiliza los calculos; de esta manera se centra la atencién en la interpretacidn y analisis de los
diferentes aspectos que se estudian en cada funcién.
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GeneraLiDADES DE LA FuncioN [N

1.1. Generalidades de la funcion

Actividad inicial

Escape de agua

El goteo permanente de una llave, un escape en la cisterna de un bafo, genera
pérdida de agua.

#» Describa un procedimiento para estimar la cantidad de agua que se pierde
debido a unallave que gotea.

#» ;Cémo calcularia el correspondiente costo en dinero?

Se recoge el agua que gotea de una llave en un recipiente con una capacidad de trece litros
el cual contiene inicialmente tres litros de agua; se observa que cada hora se recogen dos
litros de agua.

# Ahada una pregunta a la situacién anterior que la convierta en un problema.

# Complete los valores de volumen de agua en el recipiente correspondientes a los
valores de tiempo indicados en la tabla 1:

Tiempo (t) (horas) 0 1 2 35 4.2

Volumen (V) (litros) 9 13

# ;Quéinterpretacion le da al ultimo renglén de la tabla?
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Situacion 1

Cecilia, Maria, Edgar y Carlos son jovenes que ingresan a trabajar a una empresa. Alguna
informacion relacionada con ellos se encuentra en las figuras 1, 2 y 3 por medio de las
correspondencias f, g y h, donde:

f indicalas edades, en afos.
g indica a quién envia correo después de la reunién.
h indica las actividades que realizan.

A

Cecilia Cecilia

Maria Maria

Edgar Edgar « Edgar

Carlos Carlos » « Carlos

Figura 1 Figura 2 Figura3

De los diagramas de flechas de las figuras 1, 2 y 3 observamos que Cecilia, por ejemplo,
tiene 19 afos, le envié un correo a Maria, le gusta ir a nadar y trotar. En el lenguaje de las
correspondencias decimos que en la correspondencia f, a Cecilia le corresponde el 19 (o que
la imagen de Cecilia por la correspondencia fes 19); en g, a Cecilia le corresponde Maria y
en h, a Cecilia le corresponde nadar y trotar.

Las correspondencias que estudiaremos en este curso son del tipo que se define a continuacién.

Una correspondencia fde un conjunto A en un conjunto B que asigna
a cada elemento de A un tnico elemento de B es una funcion.

De las correspondencias entre los conjuntos de las figuras 1, 2 y 3 tenemos que:

f esfuncion de A en B pues a cada elemento de A le corresponde un solo elemento de B.
g no esfuncion de A en A porque a Carlos no le corresponde algun elemento en A.
h no es funcién de A en C pues a Cecilia le corresponde mas de un elemento en C.

#y ;Cuales de las correspondencias sefialadas en las figuras 4, 5, 6 y 7 son funciones de
DenE?

D

Figura4 Figura5 Figura 6 Figura7
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Cuando una correspondencia es funcién, como en el caso de f, figura 1, se usa también una
representacion llamada notacién funcional. Por ejemplo, para representar con notacién
funcional que a Cecilia le corresponde el nimero 19, lo hacemos asi:

f(Cecilia) = 19
Leemos lo anterior:
fde Cecilia esigual a 19

Observemos también con respecto a f que de todos los elementos de A salen flechas (como
era de esperarse pues por ser funa funcién, a cada elemento de A le tiene que corresponder
algun elemento de B) y que no llegan flechas a todos los elementos de B (o0 que no todos los
elementos de B son imagen de algun elemento de A). A continuacién se hace distincién de
los conjuntos formados por los elementos mencionados:

Sea funa funcion de A en B. El conjunto A es el dominio de f, el conjunto B
es el codominio de fy el subconjunto de B formado por los elementos
que son imagenes es el rango de 1.

Las abreviaturas dom f, codom fy rango f seran usadas para esos
conjuntos, respectivamente.

Ejemplo 1

LA —— |
Para la funcién f de la figura 1 determine dominio, codominio y rango.

Solucion:

dom f = A = {Cecilia, Maria, Edgar, Carlos}
codomf=B=1{18,19, 20, 21}
rangof = B ={18,19, 21}
#» Una funciéon m entre los conjuntos D = {1, 2,3}y E = {2, 4, 6, 8} esta definida asi:
m(1) =4, m((2) =4, m3) =4,

Haga el diagrama de flechas de my determine su dominio y rango.
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Consideremos la funcién r de la figura 8:

G r H

Figura 8

Para esta funcién tenemos que r(1) = 2. La notacién funcional la entendemos mejor si
comparamos la funciéon con una mdquina (figura 9): al introducir el 1 (input o entrada) en la
maquina, esta lo procesa y lo convierte en 2 (output o salida).

1
Entrada l

T Salida
2

Figura 9

En r(1) = 2, imaginemos que r es el nombre de la maquina, el paréntesis es el cuerpo de la
maquina en la cual entra el nUmero 1, y el 2 que esta después del igual es el nimero que
sale de la maquina.

En esta comparacién de una funciéon con una maquina, los elementos del dominio de la
funcién son los objetos que se permite entrar en la maquina, aquellos para los cuales estas
se construyen, y los elementos del rango son los objetos que produce la maquina.

1.1.1 Formas de representar o describir una funcion

Como las funciones que encontraremos a lo largo del curso involucran conjuntos infinitos, la
manera de definirlas por medio de diagramas de flechas ya no es apropiada. Habra entonces
que utilizar una regla (usualmente una expresién algebraica) que indique como establecer
la correspondencia entre los conjuntos.

Retomemos la situacién inicial para ilustrar lo mencionado anteriormente y otros aspectos
generales relacionados con las funciones. El tiempo que va transcurriendo desde que se abre
la llave es un ejemplo de una cantidad variable:

Una variable es una letra que representa cualquier elemento de un conjunto.

Utilizaremos la letra t para la variable tiempo. Como el tiempo de llenado del recipiente es de
5 horas, t toma valores en el conjunto de los nimeros comprendidos entre 0 y 5, incluidos
el 0y el 5, el cual es un conjunto infinito; este conjunto es el intervalo cerrado de extremos
0y 5:1[0, 5.
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El volumen V de agua que va quedando en el recipiente también es una variable.

#» ;En qué conjunto toma valores la variable V?

Como inicialmente habia 3 litros de agua en el recipiente y ya que cada hora ingresan 2 litros
constantemente, las variables t y V las podemos relacionar con la férmula:

V=2t+3

En esta férmula, a cada valor del tiempo le corresponde un Unico valor del volumen; por
tanto, consideramos a la variable V como una funcién de la variable t.

Alavariable t se le Ilama la variable independiente pues se le puede asignar cualquier valor
del dominio (el intervalo [0, 5]). La variable V se llama la variable dependiente; el valor que
toma depende de t ya que el volumen en el recipiente depende del tiempo transcurrido.

El nombre que usualmente damos a la funcién es el mismo que el de la variable dependiente.
Asi, llamamos V a esta funcion. Con notacién funcional escribimos:

V(t)=2t+3,t€[0,5]
Los valores que toma V para valores particulares de t, se llaman valores funcionales; por ejemplo:
parat=1,V(1)=2(1)+3=5 parat=2,V(2)=2(2)+3=7

# Determine los siguientes valores funcionales: V(0); V(1.5); V(3.8); V(4).

Los puntos del plano cartesiano correspondientes a los pares ordenados (t, V(t)) consti-
tuyen la grafica de la funcién. Veremos mas adelante (seccién 1.3) que funciones como
Vtienen graficas como la de la figura 10.

X Grafica de la funcion V
Tiempo (t) Volumen (V)
(horas) (litros) 13 v
12
0 3 1
10
1 5 9
2 7 % 573 Dominio = [0, 5]
3 9 € 6 Rango = [3, 13]
5
3.5 10 4
3
4.2 1.4 2
1
5 13 L
0 1 2 3 4 5
Tabla 2 Figura 10

Otra manera de representar o describir una funcion es por medio de palabras o verbalmente.
Por ejemplo, la funcién V(t) = 2t + 3 se representa verbalmente diciendo que “el doble del
tiempo aumentado en tres”.
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Observe como interviene el orden en que se realizan las operaciones en las descripciones
verbales de las siguientes funciones:

Representacion algebraica Representacion verbal
fix) = X2 Eleva al cuadrado un nimero
fix) =x+5 Un nimero aumentado en cinco
flx) = X ;‘ 5 El cociente entre la suma de un nimero y cinco, y dos
fix) = )2(+ 5 La suma entre la mitad de un ndmero y cinco

Hemos visto que una funcion puede representarse o describirse de varias maneras:
e conflechas (figura 1) > representacion sagital
* pormedio de unatabla (tabla 2) - representacién tabular
¢ en el plano cartesiano (figura 10) > representacion grdfica
¢ por medio de unaformula (V(t) = 2t + 3) - representacion algebraica

® con palabras“el doble del tiempo aumentado en tres”— representacion verbal

En el estudio de las generalidades de la funcién se requiere el uso de los intervalos para la
escritura de, por ejemplo, dominio o rango de una funcion, donde una funcién es positiva,
entre otros aspectos. Por lo anterior es necesario darle una mirada a la representacién, en las
diferentes formas, de los intervalos en los nUmeros reales.

Clase de .. arn Notacion . ..
. Representacion grafica . Desigualdad Descripcion verbal
intervalo deintervalo
. Numeros reales desde a
Abierto —O———— 90— ab x|la<x<b o . .
a b (,6) i } hasta b, sin incluir g, ni b.
Numeros reales desde a
———— o — <y<
rr b SPES ; )
e a b [a, 6] Hla=r=13 hasta b, incluidos a 'y b.
Numeros reales desde a
Semicerrado : O_b [a, b) x|a=x<b} hasta b, incluido a, pero
sin incluir b.
Numeros reales desde a
Semiabierto i —© z (a, b] {x]a<x<b} hastab,sinincluir a, pero
a incluido b.
Infinito ® N [a, =) |x=a} Numeros reales desde a
a ! - incluido, hasta infinito.
N Numeros reales desde a sin
L —0 > >
Infinito a (a, ) x|x>a} incluir, hasta infinito.
- < ° Numeros reales desde —x,
< A — =
Infinito a (=, al ilx=a hasta a incluido.
_ 4 Nu | —oo,
Infinito < o— (=, q) X|x<a} umeros reales .desde 0
a hasta a sin incluir.
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EJERCICIOS
I.  Exprese cada conjunto en forma de desigualdad y en notacién de intervalo:
) 4 5571001 23 45 4 T3 5T 01 234
2) T54-32-1 01 23 5 a3 21 01 2 3 4
3) 54352001 2 3 4 6) "5 321 01 23 45
Il. Exprese la desigualdad en notacién de intervalos y grafique el intervalo
correspondiente:
1) x<5 3) 4=<x<3 5) x<2 7)) —7=x<-1
2) x=-3 4) —2<x<5 6) x>0 8) —3<x<1
lll. Exprese el intervalo en forma de desigualdad y represéntelo graficamente:
1) [—6,0] 3) (=6,-2] 5) (=, 3] 7) [—1,)
2) (0,) 4) (—4,4) 6) [—3,4] 8) [—5,0]
Los ejemplos 2, 3y 4 ilustran los aspectos generales de las funciones presentados hasta el
momento.
Ejemplo 2

Un articulo cuesta $500; tomemos el costo C de varios de esos mismos articulos como una
funcién de la cantidad n de ellos. Por ejemplo: C(1) = 500, C(4) = 2000.

i. Defina algebraicamente la funcion C.

ii. ¢Cudleseldominioy elrango de C?

Solucion:

0000000 OCOCS

i. C(n) =500n

ii. El dominio es el conjunto de los enteros
no negativos: {0, 1, 2, 3,...} y el rango es el
conjunto de los multiplos no negativos de
500:{0, 500, 1000, 1500,...}.

# Haga la graficadelafuncién C.

A

3000+

2500+

2000+

1500+

1000+

500

* Costo

1 2 3 4 5 6
n (articulos)
Figura 11
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Ejemplo 3

La funcién f(x) = x>, o también y = x?, es la funcién que “eleva al cuadrado”. En la figura 12
vemos la grafica de esta funcién:

A4

-3 -2-10 1 2 3

Figura 12
i. ;Cudlesel dominioy rango de f?

ii. Halle los siguientes valores funcionales f(—7), f(4.2), f(—x), f(2x + 3), f(a + h).

Solucion:

i. Eldominio es el conjunto de los nimeros reales, es decir, el intervalo (—a, »); el rango es
el conjunto de los nimeros reales no-negativos: el intervalo [0, ).

ii. Valores funcionales:

f(=7)=(=7%*=49

f(4.2) = (4.2)> = 17.64

f(—=x) = (—=x)> = x°

fx—3)=2x— 3= (2% - 220(3) +3° =4x* — 12x+ 9
fla+ h) = (a+ h)? = a* + 2ah + h?

# Sifeslafuncion f(x) = x?, encuentre:

a) f(3)=
b) f(—2.5) =
o f(4x) =
d) f(x+5)=
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Ejemplo 4

En la figura 13 tenemos la gréafica de una funcién g.
P
3_

Figura 13
Con respecto a esta funcién, halle:

i. g(=3)g(2); g(6)

ii. dominioyrango

iii. g(9)

iv. puntos de corte de la gréfica con los ejes o “interceptos con los ejes”.
v. intervalos donde la funcién es positiva y donde es negativa.

vi. los valores de x que satisfacen la ecuacién g(x) = 1.

Solucion:

i. g(=3)=29(2) = -29(6) =2

ii. Eldominio de g es el intervalo [—4, 9); el rango de g es el intervalo [—4, 4].
iii. g(9) no esta definido ya que 9 no esta en el dominio de g.

iv. Corte con el eje y o y-intercepto es el punto (0, —4).

Cortes con el eje x o x-interceptos (llamados también ceros de la funcién) son los puntos
(=2,0),(4,0).

v. Los valores de x para los cuales se verifica que g(x) = 1, son x = —2.5y x = 5, es decir,
aquellos puntos de la grafica de g en los que la segunda coordenada es 1; dichos puntos
son (—2.5, 1) y (5, 1). Estos puntos se obtienen en las intersecciones de la recta horizontal
y = 1, con la grafica de la funcién (figura 14):

Figura 14
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#» Paralafuncién gdelafigura 14, estime:

a) g(=1)=
) g(1) =
a g(2.5)
d) g(7.8)

&)
Q

los valores de x para los cuales,
a) glx
)

d)

)

Q
I

(=)}

(x

Q

2
3

(x

(

Q

=-2
5

o

Q
>

Observemos las graficas de las figuras 15y 16:

B4

Figura 15

Prueba de la recta vertical

1.1.2 Graficas en el plano cartesiano que son graficas
de funciones

Examinaremos ahora qué gréficas del plano cartesiano pueden ser la grafica de una funcioén.

Figura 16

Enlafigura 15 se observa que a cada uno de los valores del dominio le corresponde un Unico
valor del rango; por ejemplo, a x = —2, le corresponde solamente y = 4. Notemos que la
recta vertical que pasa por (—2, 4), no intercepta a ningun otro punto de la grafica; la gréfica
de lafigura 15 si es la grafica de una funcién (en este momento no nos preocupamos por su
representacién algebraica).

En la figura 16, los puntos (3, 4), (3, 2), (3, —2) indican que al nimero 3 le corresponde tres
valores: —2, 2 y 4. Esta correspondencia no puede ser entonces una funciéon. Observemos
que la recta vertical de la figura 16 intercepta a la grafica en mas de un punto.

Las anteriores consideraciones ilustran la forma de verificar cuando una grafica representa
una funcion.

Sialguna recta vertical en el plano xy intercepta a la grdfica en mdximo
un punto, entonces la grdfica define ay como una funcién de x.
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Ejemplo 5

{Cuales de las siguientes gréficas definen a y como una funcién de x?

LAy AY

X
N
>

v

N

Figura 17 Figura 18

MY

T
/N . T
VARVE S

Figura 19 Figura 20

Ay

Solucion:

La prueba de la recta vertical indica que las gréficas de las figuras 17 y 19 definen a y como
una funcién de x ya que ninguna recta vertical intercepta a la grafica en més de un punto
(figuras 21y 22). Las graficas de las figuras 18 y 20 no corresponden a graficas de funciones:
hay rectas verticales que interceptan a la curva en mas de un punto (figuras 23 y 24).

Ay AY

\
N VAR

Figura 21 Figura 22

y <

X
>

4

//

v X

-
S~

v X

\\

Figura 23 Figura 24
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EJERCICIOS

I.  Identifique cudles de las siguientes correspondencias son funciones; para cada fun-
cién, halle el dominio y el rango:

1) 2) 3) 4)
A B F G

f m
1

N
2 "\
3 c
Figura 25 Figura 26 Figura 27 Figura 28

IIl. Indique cudles de las siguientes correspondencias definen una funcién entre los con-
juntos Ay B:

Conjunto A Correspondencia Conjunto B

Numeros reales Cubo de un nimero Numeros reales

Numero de asignaturas que

Estudiantes de la universidad Numeros naturales

cursan
Ciudadanos colombianos N° de documento de Identidad | NUmeros naturales
Numeros enteros Raiz cuadrada de un nimero Numeros reales

Asignaturas que ofrece

Estudiantes de primer semestre | Asignaturas registradas L
la universidad
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lll. Determine qué graficas, de la figura 29, definen a y como una funcién de x:

1) 2) 3)
Ay ty Yy

/

X
5
>

/1

v X

Y X

\
<

7) 8) 9)
Aly Ay A\y
x  x
"
Figura 29
IV. Exprese en forma verbal las siguientes funciones:
1) fx)=3x—28 7) f(b)=2b+5
2) g(x) = 3(x — 8) 8) gla)=+a—+7
3) hix) = %( —8) 9) h(c) =3c®— 6¢
2
4) me) = (x— 3y 10) mir) = Gr - 3)
5) n(x) = — 83 1) n(z)=322+5
6) px) =3x—8 12) p(t)=%t2—2t+5
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V. Las funciones definidas verbalmente; represéntelas algebraicamente:

1) Eltriple de la suma de un nimero y cuatro.

N

La diferencia entre la mitad de un nimero y dos tercios.

w

)
)
) El cociente entre, el cuadrado de la diferencia entre un nimero y cinco, y cuatro.
)

La diferencia entre, la raiz cuadrada de la suma entre seis veces un nimero y trece,
y diez.

4

5) Cuatro veces el cubo del cociente entre, la suma de un nimero y nueve, y cinco.

6) Once veces el cuadrado de un nimero aumentado en quince.

VI. Identifique dominio, rango e interceptos con los ejes de cada funcion que aparece en

la figura 30:
1) 2) 3)
Ay A\y Ay
4 44 34
4 31 p
m
f 21 1
1 X
" /] > 210 1 2 N4
X —3//21 ol 1 2 3 1
: : —> -
- -10
32 19 123 N )
4) 5) 6)
Ay Ay
44 o—e 34
n
34 /O
2.
m ,
1¢ i

L Ze

Figura 30

VII. En las figuras 31y 32 se dan las graficas de las funciones g y h respectivamente:

A A

y y

. 5.
‘ h TN\
3 4
2 \3 3
g ]
i : !
1 2 3 4 5 6 7 K3 (1) TS i L &5
_2-
_3-
Figura 31 Figura 32



VIII.

Determine:
g(=3)= g(1) = g(4) =
h(—2) = h(2) = h(4) =
Dom g:
Rango g:

Corteconel ejey:
Cortes con el eje x:

Valores para los cuales g(x) = 3

y
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g(—1) =
h(—1) =
Dom h:

g9(2) =
h@3) =

Rango h:
Corteconel gjey:
Cortes con el eje x:

Intervalos donde h es negativa

Se dan las gréficas de las funciones gy m (figuras 33 y 34):

Figura33

Estime los siguientes valores funcionales:

1) g(—3)= 4) m(2.5) =

2) m(0) = 5 m(—1) =
1

3) Q(EJ— 6) g(0) =

1) fx)=2x—7
a. f(—3) C
b. f(0) d

Figura 34
7) m(2) = 10) m(3) =
8) m(—2.5)= 11)m(%j=
1
9) g(2) = 12)m( 5]—

. Para cada funcidén, determine los valores funcionales indicados:

f(a) e. fx+h)
L fx—1)
. g(gj e. gt+2)
- g(=1)
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a. f(—=2) C f(%] e. f(=3r)
b. f(~2) d. f(1-n
5) gld)=d>—4
a. g(—2) C g(%/Z) e. gd+1)
b. g(1) d. g(=d)
6) hix) =2
X+2
a. h(3) c. h(m) e. h(x+5)
b. h(0) d. h(—3) f. h(=2)
7) fO)=x+1
a. f(8) c. f(—x) e. f(x*—1)
b. f(0) d. f(4—x)

X. En cada caso, dibuje la grafica de una funcién f que cumpla las condiciones dadas:
1) Tenga como dominio el intervalo [—3, 2) y como rango el intervalo [1, 5).
2) Dominio el intervalo (—4, 3) yrango [—3, 1) U [2, 4).
3) f(—1)=3,f(4) = —2,dominio (—4, 1] U (3, 5].

4) Dominio (—4, 11 U [3, 5), rango el intervalo [—3, 4), y los puntos (—3, 2), (1, —3)
pertenezcan a la grafica de la funcién.

XI. Las siguientes preguntas son de selecciéon multiple con multiple respuesta (dos de los
enunciados son verdaderos y dos son falsos). Marque la letra que corresponda en la
tabla de respuestas:

Si 1y 2 son correctos marque A
Si 2y 3 son correctos marque B
Si 3y 4 son correctos marque C
Si 2y 4 son correctos marque D
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Teniendo en cuenta las graficas de las funciones fy g, que aparecen en las figuras 35 y 36,
responda las preguntas 1 a 4.

Figura 35 Figura 36

1) Conrespectoalafunciong,delafigura35, ;cudles de los enunciados son verdaderos?

1. El punto de corte de la gréfica con el eje y es (0, —2).
2. Unintervalo donde la funcién es negativa es (1, 4).
3. Elrango de la funcién es el intervalo (—4, 2).
4, glx) = —2six=2.

2) Delafuncién g, es correcto afirmar que:
1. los puntos de corte con el eje x son (1.5,0) y (—1, 0).
2. el dominio de la funcién es el intervalo [—2, 4).
3. g(4) no esta definido.
4. laecuacién g(x) = —2 tiene tres soluciones.

3) Conrespecto a la funcidn f, de la figura 36, es correcto afirmar que:
1. six=1,entoncesy = —2.
2. el punto (3, 1) pertenece a la gréfica de la funcién.
3. el dominio de la funcién es el intervalo (—2, 6).
4. y-intercepto es el punto (0, 4).

4) Delafuncién fes cierto que:

1. el punto (5, 4) pertenece a la gréfica de la funcion.

N

un punto de corte con el eje x es, (—2, 0).

3. laecuacion f(x) = 4, tiene una Unica solucion.

>

el rango de la funcién es el intervalo (—2, 4].
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Tabla de respuestas

Pregunta | A | B | C | D
1

2
3
4
+ —
Xll. Para cada una de las funciones dadas, halle y simplifique, Flx hf)) f(x)’ h # 0:
1) f(x)= -5 3) flx) =x?
2) fx)=2x—7 4) f(x) = —x* + 4x

Ejemplo 6

—_—
Sif(x) = —3x + 2,entoncesf(x + h) = —3(x+ h) + 2= —-3x—3h + 2.

Remplazamos en la expresién dada:

fix+ h)—flx)  (=3x—3h+2)—(—3x+2)
h a h

_—3x—3h+2+3x—2_ —3h
B h h
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1.2. Funciones crecientes,
decreciente o constantes

Un piloto de ala delta despega desde una pista
de lanzamiento que se encuentra a 500 pies
sobre el nivel del mar.

Figura 1
’

Un altimetro permite determinar la elevacion E del piloto con respecto al sitio desde donde se
lanzé. A continuacion se muestra la grafica de la elevacion E como una funcién del tiempo t,
en minutos, transcurridos después del lanzamiento:

Elevacién (respecto al sitio de lanzamiento)
A

500
400+
300+
200+

1001 ///A\\\
t
0 11
Minutos

M E (pies)

—1001
—200
—3001

Figura 2

# ;En quéintervalos de tiempo asciende el piloto?, jen cudles desciende?

# ;Cuando esta el piloto a la misma altura del sitio de donde se lanz6?

# ;En quéintervalos de tiempo vuela a una altura constante y por cuanto tiempo lo hace?

# ;Durante cudnto tiempo realiza el vuelo? (Dominio de la funcioén).
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Un aspecto por describir del comportamiento de una funcién, a partir de la grafica, consiste
enindicar en qué intervalos del dominio crece, decrece o permanece constante. Si al recorrer
la grafica de izquierda a derecha encontramos que en un intervalo abierto la grafica sube o
baja entonces la funcién es creciente o decreciente, respectivamente, en dicho intervalo.
Si no sube ni baja es constante en ese intervalo.

Una funcién f es creciente en un
intervalo abierto (g, b), si para
cualquiera x, y x, en el intervalo,
tales que x, < x,, se cumple que:

f(x1) < f(xz)

—0
a
Figura3
A y
Una funcién f es decreciente en
un intervalo abierto (g, b), si para
cualquiera x, y x, en el intervalo,
tales que x, < x,, se cumple que:
f(x1) > f(xz)
_C
a
Figura4
A\y
Una funcion f tant | fox)
na funcion f es constante en ,f0) O, i)
un intervalo abierto (g, b), si para -0 . . >
cualquiera X,y X, en el intervalo, | |
tales que x, < x,, se cumple que: fix,) | |
Fx,) = £0x,) . ; N
a X, X, b
Figura 5
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Tomemos por ejemplo, la funcion f cuya gréfica se muestra en la figura 6:

A
y
4
f
3 fes creciente enlos intervalos (—, —1)
2 y (5, )%
Ly N Es decreciente en el intervalo (3, 5)
-3 2 —1 1 2 3 7 Es constante en el intervalo (—1, 3)
_1_
*Cuando la gréfica de la funciéon toque el borde
—27 de la figura se considera que va hasta infinito o
3] menos infinito.
Figura 6

#v Escribalosintervalos donde crece, decrece o es constante lafuncidn g cuya gréfica es:

Ay

[N

Figura7

#y Escriba los intervalos donde la funcion de elevacion, E, (figura 2), crece, decrece o es
constante:
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EJERCICIOS

I.  Paracada funcion de la figura 8:
A. indique los intervalos en los que es creciente, decreciente o constante.

B. determine el dominio de las funciones 1), 3) y 5), y el rango de las funciones 2), 4)
y 6).

C. halle dos valores funcionales que estén definidos y uno que no lo esté (si lo hay).

1) 2)

>
\\N

5) 6)
A y A
4 4 y
n
3' 3_
m
2 2
_O .
X X
T T T T T T T T T —> T Q T T T T T T —>
-4f3-2-10] 1 2 3 4 5 7 -6-5-4-3-2-/10] 1 2
—1 —1- o—o
_2_ __2-
—3 -3
Figura 8



FUNCIONES CRECIENTES, DECRECIENTES O CONSTANTES

En cada caso, dibuje la grafica de una funcién que tenga como dominio los nimeros
reales y que cumpla las condiciones pedidas:

5)

Que sea decreciente en el intervalo (1, %) y creciente en el intervalo (—o?, 1).

Creciente en el intervalo (—3, 2) y constante en el intervalo (2, 6). Dominio el inter-
valo[—3, 6).

Creciente en los reales positivos, decreciente en los reales negativos. f(—3) = 5,
f(0)=2yf(2) = 4.

Decreciente para los x, tal que, —5 < x < 1, creciente para los x, tal que, 3 < x < 7.
f(=5)=4,f(—1)=0,f(3) = —2yf(5) = 2. Dominio, el intervalo [—5, 1) U [3, 7).

Creciente y positiva en el intervalo (—6,—1); decreciente y negativa en el intervalo
(—1,4).f(-3)=3yf(3) = —3.

Preguntas de seleccion multiple con multiple respuesta:

Si 1y 2 son correctos marque A
Si 2y 3 son correctos marque B
Si 3y 4 son correctos marque C
Si 2y 4 son correctos marque D

De la funcion f, cuya gréfica se muestra en la figura 9, es correcto afirmar:

o—3 . es decreciente en el intervalo (—7,—2).
2-
e \ x 2. elrango es el intervalo [—4, 3].
T — T — T O T T T T T >
3720131123 ‘y 3. es constante en el intervalo (—2, 2).

4. f(x) = 0, parax = 3.

Figura 9

De la funcién g, cuya grafica se muestra en la figura 10, es cierto que:

A
4”7 g
\ 37 1. es decreciente en el intervalo (—4, 2).
2.
11 X 2 la funcién es positiva en el intervalo
5543319 12345 740
—2- 3. es constante en el intervalo (2, 5).
_3-
4 4. la ecuacion g(x) = 3 tiene infinitas
—5- soluciones.
_6-
Figura 10
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Tabla de respuestas

Pregunta | A | B cC | D
1
2

IV. Teniendo en cuenta la gréafica de lafuncion h (figura 11), escribaV o F, seguin correspon-
da, si el enunciado es verdadero o falso.

A
y
5-
h .\O
4
3-
o—0 2
-
X
_5_5-21-3'-2'-11\1'/ D
_2_
Figura 11

1) Domh=1[-6,—3]1U (—2,6)

2) Lafuncién tiene un Unico cero

3) Enelintervalo [—6, —3], h es positiva

4) y-intercepto es el punto: (0, 1)

5) hes negativa en el intervalo (—1, 2)

6) h(x)= —1,parax=0,0x=1.5

7) hesdecreciente en el intervalo (1, 4)

8) h(x) = 2 tiene solo 3 soluciones

9) Rangoh=[—-2,5]

10) h(4) — h(—5.5) + 2h(1) < h(3)
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1.3. Funcion lineal

En la actividad inicial expresabamos el volumen V como una funcién del tiempo t:

V(t) = 2t + 3. Nos ocuparemos ahora de funciones como esa.

Una funcién que puede escribirse en la forma f(x) = mx + b, donde
my b son constantes, es una funcion lineal. La grafica de una funcién
lineal es una linea recta.

Algunas caracteristicas de las funciones lineales las identificaremos considerando los
siguientes ejemplos:

Ejemplo 1

Haga la gréfica y determine, para cada una de las siguientes funciones, dominio, rango,
cortes con los ejes, intervalos donde es positiva o es negativa e identifique si es creciente,
decreciente o constante:

Solucion:

1 1
Escribamos la ecuacién f(x) = EX — 3 como y = —x — 3. Observemos que corresponde a
la ecuacién de la recta expresada en la forma pendiente-intercepto: y = mx + b; m es la
pendiente, b es el intercepto con el eje y.

1 1
Enlarectay = EX — 3, el intercepto con el eje y esigual a —3 y la pendiente es igual a —.

Unaformade hacerla grafica de esta recta consiste en dibujar primero el punto correspondiente
al corte con el eje y: (0, —3); otro punto de la recta lo conseguimos por medio de la pendiente:
a partir del punto (0, —3) hacemos un desplazamiento horizontal de 2 unidades a la derecha
y luego un desplazamiento vertical de 1 unidad hacia arriba, llegando al punto (2, —2).
Podemos trazar otros puntos de la recta siguiendo el mismo procedimiento anterior.
Trazamos luego la recta por (0, —3) y (2, —2), figura 1, que es la grafica de la funcién lineal

flx) = 1x -3

5 .

Para hallar el corte con el eje x, algebraicamente, debemos resolver la ecuacién f(x) = 0, esto es:

1 1
—Xx—3=0 > —x=3
2 2

X=6
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Dominio: nimeros reales; intervalo (—o, o).

Rango: numeros reales; intervalo (—oc, ).

Corte con el eje y: (0,—3), yaque f(0) = —3
Corte con el eje x: (6, 0).

La funcién es positiva en el intervalo (6, ).

f es una funcidn creciente.

Figura 1

2 2 2
En la funcién h(x) = _EX' tenemos que y = _EX + 0; luegom = 3 b=0.

Gréfica de la funcién h (figura 2). Procedemos de la misma forma como en el ejemplo 1.

- ry Dominio: numeros reales; intervalo (—o, «).

Rango: nimeros reales; intervalo (—oo, o).
Corte con el eje y: (0, 0), ya que f(0) = 0

3 X Corte con el eje x: (0, 0)
-3 -2 1 ? 12 ? a5 Al resolver la ecuacién f(x) = 0,
5 h 313 ______ 1 esto es, —%x = 0 encontramos que x = 0.
—31 i La funcion es positiva en el intervalo (—, 0)
[}

y es negativa en el intervalo (0, «).
Figura2 h es una funcién decreciente.

Para la funcién j(x) = 5, tenemos que y = Ox + 5; es decir, m = 0, b = 5y la grafica, teniendo
en cuenta los ejemplos anteriores, es:

y Dominio: numeros reales.
Z_ . Rango: {5}.
5 ! Corte con el eje y: (0, 5), yaque f(0) = 5
4 Corte con el eje x: no hay
o Al resolver la ecuacion f(x) = 0,
? esto es, 5 = 0 encontramos que no hay solucion.
iy R S e Ry B S s X, La funcién siempre es positiva.
- j es una funcidén constante.
Figura 3

#> Trace la grafica de cadafuncionlineal en los planos cartesianos que se encuentran en
seguida; determine dominio, rango, cortes con los ejes, y si la funcién es creciente,
decreciente o constante.

a) gx)=—x+2 <) mkx)=x
b) k(x) = —4 d) gx) =2x—3
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a) b)
Ay Ay
51 54
44 41
31 3
24 2
1 1
X X
—5—4—3'—2'—1'? 12 3 4 5 —é—z’;—é—i—i(]) 12 3 4 5
_2- _2_
_3- _3_
—4 —4
_5- _5_
Figura 4 Figura 5
<) d)
A A
y y
51 51
4 4
31 31
21 21
1 11
X X
—é—d—é—i—i? 12 3 4 5 —é—zi—é—i—i? 12 3 4 5
__2- _2_
_3- _3_
_4- _4_
_5- _5_
Figura 6 Figura7

#v Escriba las palabras decreciente, creciente o constante en las casillas de la tabla 1,

segun corresponda.

Funcion lineal: f(x) =mx+ b

Tabla 1

Hallaremos la expresién algebraica de una funcién lineal dados dos puntos y con dominio

restringido.
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Ejemplo 2

Halle la funcién lineal cuya grafica pasa por los puntos (—6, —5) y (6, 3), si el dominio de la
funcién es el intervalo [—6, 9).

* Lapendiente delarecta que pasa porlos puntos dados es:

_-5-3 -8 2

T 6-6 -12 3

m

¢ Losdospuntosdadosestdn en el dominio delafuncién;ahora, conlapendienteyuno

2
de los puntos hallamos la ecuacién; m = Ey el punto (6, 3):

y—y,=mx—x)

2
~3="(x—6
y 3( )
—zx—4—|—3
Y73

2
y=§x—1, —-6=x<9
2
Luego la funcién lineal es: f(x) = gx — 1, parax en el intervalo [—6, 9).

¢ Paradeterminar el rango tomamos los extremos del intervalo y los remplazamos en
la funcién:

2 2
f-6)=(-6)~1==-5 f@O)=50)-1=5

Los puntos extremos son: (—6, —5), incluido; (9, 5), sin incluir.

Asi el rango es el intervalo [—5, 5).

e Elintercepto con el eje x se hallaigualando a cerolafuncién lineal:

2
0==-x—-1
3
2
—x=1
3
x=3
2

Asi, el intercepto de la gréfica de la funcién lineal con el eje x, es el punto (1.5, 0)

® Para determinar en qué intervalo la funcién es positiva o negativa, se toma el in-
tercepto con el gje x, se examina si la funcion es creciente (pendiente positiva) y se
concluye que es positiva en el intervalo (1.5, 9) y es negativa en el intervalo [—6, 1.5).



Funcion uinea [

Dominio: intervalo [—6, 9).

g Rango:intervalo [—5, 5).
i ' 6,3) f(9) no esta definido; 9 no esta en el dominio.
15 0') """" x ~ Corteconelejey: (0,—1), yaquef(0) = — 1
o, _21)3 20189 Corte con el eje x: (1.5, 0).

La funcién es positiva en el intervalo (1.5, 9).

La funcion es negativa en el intervalo [—6, 1.5)

Figura 8 f es una funcién creciente.
Ejemplo 3
La escala de temperatura Fahrenheit (F) se puede expresar
como una funcién lineal de la escala Celsius (C). Una Celsius Fahrenheit
temperatura de 10° C corresponde a 50° Fyunade25°C 100°C. [ __ 212

corresponde a 77° F.

i) Escriba a F como una funcion de C.

ii) ;Qué interpretacion puede darse a la pendientey al

intercepto con el eje F? 10°CH SO°F
iii) Latemperatura de ebullicién del agua es de 100° C,
ia cuantos °F equivale? 0°C_ 32°F

iv) ;A qué temperatura las dos escalas marcan el mismo
numero?

Solucion:

i) F=mC+b
Los puntos (10, 50) y (25, 77) pertenecen a la grafica de F

Pendiente:
_77-50 _ 27 _

m = =
25—-10 15

2
5

9
Remplazamos F = 50, C = 10ym=§enF:mC+ b:

9
50==-10+0b
5
50-18=0b
b=32
Luego:
9
F(O=§C+32
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.. . 9. . .
ii) Lapendiente s indica que por cada 5 grados de aumento en temperatura medidos en

la escala Celsius, la medicion en la escala Fahrenheit aumenta 9 grados.

El intercepto con el eje F es (0, 32) lo cual indica que 0 grados centigrados correspon-
den a 32 grados Fahrenheit.

iii) C=100"°C
F=§100+32

F=180+ 32=212

Luego, 100°C corresponden a 212 °F; el punto de ebullicién del agua es de 212 °F.

9
iv) Hacemos F = Cy remplazamos en F = s C+32.

9
C==C+32
5
9
C—=C=32
5
4
—=C=32
5
C=—40

Por tanto, una temperatura de —40 °C corresponde a —40 °F.

#» Deacuerdo conlalLeyde Charles, la presién P, medida en pascales, de un volumen fijo
de gas, esta relacionada linealmente con la temperatura T, medida en grados Celsius.

En un experimento se encontré que cuando T=30,P =80y cuando T = 60, P = 100.
a) Exprese la presion P como funcién de la temperatura T.

b) Haga la grafica de la funcién.

1.3.1. Variacion directa

Una persona camina en linea recta, con rapidez uniforme, a razén de 2 metros por segundo

a partir de cierto lugar. La distancia que la separa de ese lugar la podemos expresar como

una funcién del tiempo en la forma d = 2t. Es frecuente expresar la relacién entre distancia

y tiempo diciendo que la distancia varia en forma directa con respecto al tiempo; con esto se

quiere decir que si el tiempo (transcurrido desde que sale de ese lugar) se duplica, entonces
la distancia recorrida se duplica, si el tiempo se triplica la distancia se triplica, etc.
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# Haga la gréficadelafunciénd = 2t,t=0
A
20-
181
16
141
12
101

d

t
0 12345678910

Figura9

Si una funcioén lineal es de la forma y = mx entonces decimos que
y varia en forma directa con respecto a x o que y es directamente
proporcional a x; m es |la constante de proporcionalidad.

La grafica es una recta que pasa por el origen.

Ejemplo 4
Los siguientes son ejemplos de magnitudes que son directamente proporcionales:
® Elpesodeun productoy su precio. Si pesa 0 libras, se paga 0 pesos.

Si 5 libras de ciruelas cuestan $4000, ;cual es el costo de comprar 9 libras del mismo
tipo de ciruelas?

y=mx
4000=m(5) —»> m =800
Entonces: y = 800(9) = $7200
El precio que se debe pagar por las 9 libras de ciruelas es de $7200.

¢ Elnumero de cajasy la cantidad de vasos que se empacan en cada caja. Si en 7 cajas
se empacan 84 vasos, jcuantas cajas del mismo tipo se requieren para empacar 264
vasos del mismo tamafo y forma?

y = mx
84=m(7) > m=12

La constante de proporcionalidad en este caso es el nimero de vasos que caben en
cada caja.

En este caso se quiere averiguar el nUmero de cajas, o sea x:
264 = 12x
X =22



I PrecAlculo

Se necesitan 22 cajas para empacar 264 vasos.

En una variacion directa se cumple que: En el ejemplo anterior se tiene:

A (7,84) y (22, 264):
S 84 264
O lo que es equivalente: — =%

¥ X, = y,X,, sininguno de ellos es (0, 0) 84 X 22 =7 X 264 = 1848

* Notaobtenida en una pruebay nimero de respuestas correctas.

® El volumen de un objeto y su peso; si el objeto pesa el doble el peso sera el doble,
: . . . 3
siempre que esté hecho del mismo material. Para un volumende 0 cm™, supesoes0g.

EJERCICIOS

I.  De las siguientes funciones, identifique cudles son lineales; para las que lo sean, haga
su grdfica, determine el dominio, rango, cortes con los ejes, si es una funcién crecien-
te, decreciente o constante, y en qué intervalos es positiva y cudl es negativa.

1) flx) =x —2 8) glx) =3

2) gx) = —x 9) hix) = 2+ 3x— 1

3) h(X)=i2 10) f(x)=1x—2,si—3Sx$6
x—1 3

11) glx) = cosx

12) fx) =0si—2<x<5

6) h(x) = e

1 3
13) h(x) =—5x+5,si—3sx<3

7) m(x)=log (2x+ 1)

14) gx)= —3x+4,5i0<x<6

Il. Forme las parejas correspondientes a la ecuacién y su grafica:

1)f(x)—zx—3 ( ) 3)f(x)=—zx—3 (
3 3
2)fx) = ——=x+3 ( ) 4)flx) =—3 (
a) b)
A y Ay
3 3
21 2
14 1
X X
—3-2-10 3 4 5 1 2 3 a4 "
_‘I-
72.
_4_ 74-
— 54 — 54
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o) d)
A
Ty Ty
3 5
21 4
‘I-
/
—> 21
5
'I.
X
LR N
__‘I.
_2-
_3-
Figura 10

lll. Problemas sobre variacion directa:
1) Suponga que y varia directamente con x. Cuando x = 3,y = 9.Halley cuandox = 12.

2) Tres galones de gasolina cuestan $24 000. Exprese el costo C de una compra de
gasolina como una funcién de la cantidad x de galones comprados.

3) Considere latas cilindricas con la misma base. El volumen de una lata es proporcio-
nal a la altura de esta. Si el volumen de una lata es 300 cm? cuando su altura es 11
cm, halle el volumen de una lata de 16 cm de altura.

IV. Para los ejercicios del 1) al 3) tenga en cuenta:

Si 1y 2 son correctos marque A
Si 2y 3 son correctos marque B
Si 3y 4 son correctos marque C
Si 2y 4 son correctos marque D

1) Delafuncién f(x) = —2x + 5, es correcto afirmar:
1. la gréfica de f es una recta.
2. fes positiva en el intervalo (—x, 2.5).

3. esuna funcién creciente.

Ao

3
2) Delafuncién g(x) = EX — 1, es cierto que:

1. glx) = —5parax=8.

e . 3
2. la grafica de g es una recta cuya pendiente es m = >

w

la gréfica corta al eje x en el punto (—% Oj

4, esuna funciodn creciente.
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3) Dados los puntos (—2, 2), (4,—2),y hlafuncién cuya gréfica es la recta que los une,
es correcto afirmar que:

1. lafuncion es negativa en el intervalo (—oo, 1).
2 2

2. h(x)= ——x+ —.
3 3

la pendiente de la recta es % .

w

4. lafuncidn h es decreciente.

Tabla de respuestas

Pregunta | A | B c | D
1
2
3

1
V. Dadalafuncion p(x) = - x + 3, para x en el intervalo (—8, 12], escriba V o F, segun

si el enunciado relacionado con p, sea verdadero o falso.
1) La gréfica de p es una recta con pendiente:m = 2

2) Eldominio de la funciéon p es el intervalo (—8, 12]

3) Elintercepto con el gje x, es el punto (—6, 0)

4) Elrangodepeselintervalo, [—3,7)

5) Lafuncion es positiva en el intervalo, (—8, 6)

6) Elintercepto conelejey, es —3

7) Elpunto (—6, 6), estd en la graficadep

8) p es una funcion creciente

9) Laimagende —12es9

VI. Problemas

1) Alascender, el aire seco se enfria y expande. A nivel del suelo la temperatura es de
24 °C,y a una altura de 800 metros es de 16 °C.

a) Escriba la expresién que modela la temperatura T (en °C) como funcién de la
altura h (en kilémetros). Suponga que la relacién entre Ty h es lineal.

b) ;Qué representa la pendiente?
¢) Haga la gréfica de la funcién T.
d) ;Cudl es latemperatura a una altura de 1.5 km?

e) ;Cudleslaaltura sila temperatura es de 4 °C?



Funcion uinea [

2) Unantropdlogo puede usarlafunciénlineal paraestimarlaestaturade unhombre
o de una mujer, dada la longitud del humero, el hueso del codo al hombro.

La estatura, en centimetros, de un hombre adulto con un himero de longitud x, en
centimetros, esta dada por la funcién:

H(x) = 2.89x + 70.64

La estatura, en centimetros, de una mujer adulta con un humero de longitud x, en
centimetros, esta dada por la funcién:

M(x) = 2.75x + 71.48

Un himero de 26 cm fue encontrado en unas ruinas. Asumiendo que era de una
mujer, ;qué estatura tenia ella? Compare el resultado si se asume que era de un
hombre. ;Cudl es el dominio de la funcién M?

3) Desdelacimade una carreteramontafiosa, un topografo realiza varias mediciones
horizontales, x, y las respectivas mediciones verticales, y, las cuales se registran
en la siguiente tabla (x y y estan en metros).

X 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

y —-15 -3 —45 —6 —-75 -9 —10.5 —12

a) Ubique los puntos en el plano cartesiano; ;es posible unir todos los puntos
con una sola recta?

b) En caso de unir todos los puntos, halle la funcién lineal cuya gréfica sea la
recta trazada.

¢) ;Quésignificala pendiente de larecta delinciso b) en el contexto del problema?

d) Sise quiere poner una sefal de transito en la carretera, indicando la inclina-
cién del camino, por ejemplo “pendiente del 12%”" jqué debe indicar la senal
en este problema?

Para los problemas 4, 5 y 6 tenga en cuenta la siguiente informacion:

Costo fijo (gastos generales): es la suma de todos los costos que son independientes del nivel
de produccién, por ejemplo, alquiler y seguros. Este costo se debe pagar independientemente
de que se produzca o no.

Costo variable: es la suma de todos los costos dependientes del nivel de produccién, por
ejemplo, salarios y materiales.

Costo total: es la suma de los costos variable y fijo:
Costo total = Costo variable + Costo fijo
Ingreso total: es el dinero que se recibe por la venta de un producto.
Ingreso total = (precio por unidad) (ntimero de unidades)
Utilidad (o ganancia): es el ingreso total menos el costo total.

Utilidad = ingreso total — costo total
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4) El costo de cada camisa es de $2000 y los costos fijos de produccién son $800000.
La capacidad maxima de produccién de la fabrica es de 1500 camisas.

a)
b)
d)

d)

Escriba una funcién que modele el costo de produccién C de n camisas.
Determine el dominio de C.
Halle C (570).

;Cuantas camisas se producen si el costo es de $2 670 000?

Los costos de capital de una empresa son altos por los elementos que duran mas de un afioy
pierden el valor o se desgastan con el tiempo. Ejemplos de estos son los equipos y muebles.
El valor de estos declina o deprecia (baja), con el paso del tiempo. Una forma de calcular la
depreciacidn es con el método de la linea recta, usando el valor inicial y estimando la vida
util del activo (en una grafica corresponde al intercepto con el eje x).

5) En un restaurante se compra un horno por 3750 ddlares. Al cabo de 6 afios, tendra
que ser remplazado.

a)

b)

o)

Escriba una funcion lineal que relaciones el valor, V, del horno durante los
6 anos que estara en uso.

(Cudl es el valor del horno al cabo de 2 afios?

{Cudnto tiempo ha transcurrido si el valor del horno es de 1562.5 délares?

Suponga que un software adquirido en enero de 2008 por un valor de $1 500 000,
en noviembre de 2008 se estimé su valor en $850 000.

(Cudl es el valor con que se deprecia por mes dicho software?

Escriba la expresién que modela el costo C del software en funcién de t, medi-
do en meses.

Encuentre el intercepto con el eje horizontal (t). ;Qué significa?

Haga el grafico de la funcion C(t).

Un vendedor gana un salario basico mensual de $650 000 y obtiene una bonifica-
cién del 25% de las ventas realizadas.

a)

b)

Indicar cudles son la variable independiente y la variable dependiente en la
situacién planteada.

Escriba una funcion que exprese el salario, S, del vendedor en términos de las
ventas realizadas x.

(Cudl es el salario del vendedor si realiza, en un mes, ventas por un valor de
$2 800 000?

Si el salario del mes es de $1 712 500, ;cuanto dinero por ventas realizé el
vendedor?
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8) Relacione cada situacion descrita con la grafica correspondiente.

a) Una persona cancela mensualmente a una cooperativa una cuota de $120
para liquidar un préstamo de $1080.

b) El empleado de una tienda recibe $22.5 por dia mas el 40% de las ventas
realizadas.

¢) Unaimpresora comprada por $850 se deprecia $125 por afo.

d) Un fabricante recibe $8.50 por hora mas $1.5 por cada articulo producido por

hora.
A A
y | y
25 1200
1000
20 )
8001
151
600
10, 4001
57 200
t t
o 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Gréfica 1 Grafica3
A\y Aly
1200 25+
20
800
15
600
4001 109
200 57
t t
o 1 2 3 456 7 89 0o 1 2 3 4 5 6 7 8
Grafica 2 Gréfica4
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1.4. Funciones definidas a trozos

En ocasiones, la definicién de una funcion requiere de varias instrucciones como lo ilustra
la siguiente situacion:

La tarifa para entrar a un espectaculo es de $10 000 para menores de edad, y de $15 000 para
mayores de edad. Consideremos la tarifa T como una funcién de la edad x de una persona.
La gréfica de T se muestra en la figura 1:

ATarifa: T
17500

15000+ r—
125004
10000 O
7500
50001
2500+

Edad: x

NG
>

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27

Figura 1

Podemos definir la funcién T asi:

10000 si 0<x<18
X) = 115000 i X=18

La funcién anterior esta definida a trozos o por partes.

Una funcion f estd definida a trozos si en diferentes partes
de su dominio estd definida con expresiones distintas.

Ejemplo 1

Defina cada una de las funciones de la figura 2; determine luego los siguientes valores
funcionales: f(—2); £(0); f(3); g(—2); g(0); 9(2); g(3); g(5); g(—3).

A A

y y

-
- N W
1 h
y <
[S2 B e}
1 1
ﬁ

543390 133435 3
_‘]_
_2_ 2-
2 1
- X
—4 >

Figura 2
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Solucion:

00 000OG0OGONOS
Los segmentos horizontales de la grafica de fpertenecen alasrectasy = —3;y = 3.
Definimos entonces la funcidon haciendo las restricciones en el dominio de acuerdo con la

gréfica:

{—3 si x<0
f(x) =

3 si x>0
Para hacer la definicién de la funcién g, hallamos la ecuacién de la recta que contiene al

segmento inclinado: y = x + 4. El segmento horizontal pertenece a la recta y = 6. Haciendo
las restricciones correspondientes tenemos:

X+4 si —2<x<2
g\x) = .
6 Si 2<x<5

Valores funcionales:

f(=2)=—-3; f(0)=—3; f3)=3
g(—2)=-2+4=2 g0)=0+4=4 g)=2+4=6; gi3)=6
g(5): no estd definido; g(—3): no esta definido

#» Defina a trozos las funciones cuyas gréficas se muestran en la figura 3:

\ A

y y
34 &———O0 34
h m
2 2
1 ———o0 \ H  Oo—0
X

Figura3
Ejemplo 2
Trace la gréfica de la funcién:
—x+3, —4<x<1
PYI=1 k-1, x>1

y luego halle: dominio, rango, interceptos con los ejes, intervalo donde es creciente y donde
es decreciente, p(—4), p(—2), p(1), p(3), p(6).
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Solucion:

0000000 OCOCS

Teniendo en cuenta la representacién grafica de una recta, trazamos las dos rectas y borramos
la parte de ellas que no esta en el intervalo correspondiente (dominio).

p(=4) = —(-4)+3=7, p(=2) = —(=2)+3 =5, p(1)=—(1)+3=2
p(3)=23)—1=5, p6) =2(6) — 1 =11

ty Dominio de p: intervalo [—4, ©)

8-

Rango de p: intervalo (1, )
Intercepto con el eje y: punto de coordenadas (0, 3)
Intercepto con el eje x: no tiene

La ecuacién p(x) = 5, tiene dos soluciones: x = —2,
x=13

La ecuacion p(x) = 1, no tiene solucion.

T Intervalo donde es creciente: (1, )
X
-4 -3 =2 -1 0] 1 2 3 4 Intervalodonde es decreciente: (—4, 1)
Figura 4 La funcidn es positiva en todo su dominio

Ejemplo 3

En la oficina de correos, el costo de enviar una carta cuyo peso sea menor o igual a 10 gramos
es de $3500; por cada gramo o fraccion adicional se cobran $500. Si p representa el peso de
las cartas, y C el costo del envio, trace la grafica y defina a trozos la funcién C.

Solucion:

0000000 OCOCS

De acuerdo con la informacidn dada, la grafica correspondiente a la funcién Ces:

Te Costo (pesos)
6000 .

oo
5000+ oo
oo
40004 oo

[ L ]
30001

2000+

1000

p

3
>

2 4 6 8 10 12 14
Peso (gramos)

Figura5
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Definicion a trozos:
3500 si 0<p<10

4000 si 10<p<11
Clp) = 44500 si 11<p<12
5000 si 12<p<13
5500 si 13<p<14

Ejemplo 4

Considere la distancia D de un punto de la recta numérica al origen (figura 6) como una
funcién de la coordenada x del punto. Haga la gréfica de la funcién Dy definala como una
funcioén a trozos.

____________________________

Figura 6

Solucion:

La siguiente tabla muestra la distancia D de varios puntos de la recta numérica al origen:

Coordenada x del punto 0 1 =1 4 —4
D 0 1 1 4 4
Tabla 1

La funcién D se llama también funcién valor absoluto y se representa con un par de barras:
| | Esta funcion la definimos a trozos asi:

—Xx si x<O0

x si x=0

D(x) = | x| ={

La grafica de la funcién valor absoluto es:

Figura 7
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#> Resuelva la ecuacion: |y| =4

# Represente graficamente la funcién: f(x) = | x + 2|

Ay

Y

Figura 8

Los ejemplos 1y 3 muestran funciones cuyas graficas estdn formadas por segmentos
horizontales en las cuales se han utilizado dos 0 mas instrucciones (se han definido a trozos).
No siempre se requieren varias instrucciones para definir una funcién cuya gréfica esté
formada por varios segmentos como se aprecia en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 5

Consideremos la funcién que asigna a cada nimero real x el mayor entero que es menor o igual
ax (si el nimero es entero la funcién asigna el mismo ndimero; si no lo es entonces asigna el
entero mas proximo que se encuentra a la izquierda, en la recta numérica). Esta funcién se
llama funcion mayor entero y se simboliza [[x].

Por ejemplo:

[ol=0,[1]=1,[1.7] = 1,[2.55] = 2,[-0.35] = —1,[-1] = —1,[-1.78] = —2,[-3.5] = —4

Por tanto,
[o si 0<x<1
1 Si T=x<2
2 Si 2=s=x<3
3 Si 3sx<4

b = 4

—1 Si —-1=sx<0
-2 Si —2=sx< -1
-3 Si —3=s=x< -2
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Gréfica de la funcién mayor entero;

Figura 9

Notemos que solo se requirié de una instruccién para definirla y su grafica consta de infinitos
segmentos.

Ejemplo 6

En una avenida de una ciudad, la velocidad minima
permitida es de 30 km/h, y la velocidad maxima es de
60 km/h. La multa para los que excedan la velocidad
maxima permitida es de $70 por cada kildmetro y $40
por cada kildmetro menos, para los que manejen por
debajo de 30 km/h. La velocidad maxima permitida en
dicha ciudad es de 120 km/h.

i) ¢Cudnto se paga de multa si se alcanz6 una velocidad de 68 km/h? ;Cuanto si la velo-
cidad es de 25 km/h?

ii) Exprese el valor de la multa, M, como una funcién de la velocidad, v.

iii) Siaun usuario le cobran $2450 por concepto de multa, ;a qué velocidad (km/h) iba en
su auto?

iv) Haga la grafica de la funciéon M; tenga en cuenta el dominio de la funcion.

Solucién:

0000000 OCOCGS

i) M(68) = 70(68 — 60) = 560; M(25) = 40(30 — 25) = 200.

Se debe pagar $560 si excede la velocidad a 68 km/h y debe pagar $200 si lleva una
velocidad de 25 km/h.

4030 — v) si v <30
i) M(v) = 0 si 30<v<=60
70(v — 30) si 60<v=120
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iii)

70(v — 60) = 2450
70v — 4200) = 2450

70v = 2450 + 4200

70v = 6650
6650 _
=70 T

El conductor iba a una velocidad de 95 km/h,
para que le cobren una multa de $2450.

iv. Grafica de la funcién M:
Dom = [0, 120]

A M

4500-
4000-
3500+
3000+
2500-
2000-
1500

1000}
5001 v

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120

Figura 10
EJERCICIOS
Calcule los valores funcionales correspondientes a cada funcién:
2x+4 si —6=x<-—1
T s x < B , . _
flx) = o i x=1 gix) = x =1 Sf —-1=x<3
—3x+2 Si 3=s=x<7
1) f(—=5)= f(—3.5) = f(4) = f(7.5) =
2) g(—4) = g(—1) = gi3) = g(5.5) =

. Haga la grafica de cada funcién:

f 4 si x=2
NIN=1_3 § x>
1
—x—1 si x< -3
2) glx) = 3
2 si —3<x=<7
1 .
—x si x<4
3) h(x) = 2
X—3 si x=4
X+3 si X<—2
-1 i —1<x<3
4) f(x) = 1 Si X
——X Si x=3
3
2x+7 si x<-2
5 gx) =9 1—x si —2=x<4
-3 Si 4<x<8
4 si —5=sx<-3
6) h(x) = %X—Z Si —2s=s=x<2
—2x+5 si xX=2
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[Il. Escriba el dominio y el rango de las funciones cuyas gréficas se muestran; luego defina,
a trozos, cada una:

1)
A
y
5_
O———4T—0
3_
g
2_
1_
X
k210 123N 5
_’I_
_2_
_3_
Figura 11
2)
A
y
4_
h
3_
24 ———e
X\
» 25

Figura 12

3) ;Estafuncién se puede describir utilizando valor absoluto? Si es posible, describa la
funcion a trozos en términos de valor absoluto.

A\y
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4) Escriba el dominio y el rango de la funcién f; luego defina a trozos dicha funcién.
Halle los interceptos con los ejes, intervalos en que la funcién es positiva e interva-
los en que es negativa; intervalos donde crece, decrece o es constante.

-

Figura 14

IV. Problemas:

1) El cargo basico en la facturacion del servicio de agua en una ciudad es de $5000.
Para un consumo no superior a 20 metros cubicos se cobra el metro ctbico a $2000.
Los metros cubicos que se consuman por encima de 20 se cobran a $3000 cada uno.

a) ;Cudl es el valor a pagar si hubo un consumo de 16 metros cubicos?
b) ;Cual es el valor a pagar si hubo un consumo de 24.5 metros cubicos?

¢) Exprese el costo C en la facturacion como una funciéon del nimero de metros
cubicos x consumidos.

d) Haga la grafica de la funcién C.

2) En cierta ciudad la carrera minima en taxi cuesta $4000 la cual corresponde a reco-
rridos de 50 unidades o menos (cada 100 metros recorridos el taximetro avanza
una unidad); por cada unidad mayor que 50, se cobran $70.

a) Exprese el costo de una carrera como funcién de la cantidad de unidades marca-
das por el taximetro; indique el domino.

b) ;Cuanto se debe pagar por un recorrido de 96 unidades?
¢) Trace la grafica de la funcion.

d) Si el costo de una carrera fue de $11 000, ;cuantas unidades marcé el taximetro?
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3) Latarifa, por persona, en un hotel es la siguiente: si el nUmero de noches de hospedaje
esmenoroigual a 3, se pagan $50 000 por cada noche; la noche adicional vale $40 000.

a) ;Cudnto paga una persona de hospedaje por 2 noches?, ;por 5 noches?, ;por
9 noches?

b) Exprese el valora pagar como una funcién de la cantidad de noches de hospedaje.
¢) Trace la grafica de la funcion.

d) ;Cuantas noches se hospedd una persona que pago6 $390 000?

4) La tarifa, T, en un parqueadero en cierta ciudad es la siguiente: si el nimero de ho-
ras es menor o igual que 3, se cobra $3800 por hora. Por cada hora adicional (o
fraccion) se cobra $2400, hasta 8 horas. Si el servicio se presta por mas de 8 horas, se
cobra una tarifa fija de $20 000.

a) ;Cudl es el valor a pagar, si un vehiculo esta 2.5 horas en el parqueadero?, ;jcual,
si esta 7.5 horas?, jcual si permanece por 11 horas?

b) Halle la expresién que permite hallar el valor a pagar, T, en funcién del nimero
de horas, t, que el vehiculo permanece en el parqueadero.

¢) Si se pagaron $18 600, ;cuanto tiempo estuvo el vehiculo en el parqueadero?

V. Escriba en el paréntesis una V o una F si el enunciado relacionado con la funcién m es
verdadero o falso.

1—Ex si —10<sx<?2
4

m(x) = =5 si 4<x=<8
X—6 si x>8

1) Cuando x = —5, m es negativa.
2) En el intervalo (8, »), m es decreciente.
3) La gréfica de mintercepta al ejeyen 1.

4) El dominio de m es el intervalo [—10, 8).

5) m(—8) = m(5) + m(10).

6) La grafica de mintercepta al eje x en 6.

7) m es constante en el intervalo (4, 8).
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VI. Preguntas de seleccién multiple con tnica respuesta:

1) La funcién h que define la grafica que se muestra en la figura 13, es:

—x+3 si xX<—2
A. hx) = 4 si —2<x<2

%x+5 Si X>2

Ty X+3 si x<—2
] B. h(x) = 4 si —2<x<2
h 3
34 —=x+6 si X>2
2
2.
/ 1
5 +2 si x<-2
% 590 1 2 3 NS X =
-1 C. hx)= 4 si —2<x<2
__2. 3
—=x+5 si xX>2
2
Figura 15
xX+3 si x<—1
D. h(x) = —4 si —1<x<2
§x+6 Si X>2

3x—1 si x<£2

2) De la funcién g(x) = 1 . , el enunciado falso es:
_EX +3 si x>2

a) la funcion g es decreciente en el intervalo (2, «)

b) la gréfica de la funcién es:

Ay
3' O/
2
I
X
R SEEREEEN
9
_2-
_3-
_4.
Figura 16

¢) el rango de g es el intervalo (—, 5]

5
d)six=11,gx) = =5
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1.5. Transformaciones de funciones

Las funciones lineales que vimos en las secciones anteriores son de facil representacién en el
plano cartesiano ya que solo requieren de dos puntos. Veremos ahora funciones que requie-
ren de mas puntos para trazar sus graficas.

Una técnica muy util para trazar la gréfica de una funcién consiste en examinar si se puede
obtener a partir de la grafica de una funcién ya conocida mediante ciertas transformaciones
geomeétricas.

Al efectuar una transformacién geométrica a la grafica de una funcion, lo que resulta no es
siempre la grafica de alguna funcién. En la figura 1 se muestra la gréfica de una funcién f;
en lafigura 2 la gréfica obtenida al hacer una traslacién de la gréficade f, y en lafigura 3 la
obtenida al realizar una rotacion de la grafica de f. ;Cual de esas transformaciones produce
la grafica de una funcién?

Ay Ay Ay

v X

v X
Y X

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Veremos en esta seccién algunas transformaciones geométricas que convierten graficas
de funciones en graficas de nuevas funciones, cuyas ecuaciones se obtienen realizando
operaciones algebraicas sencillas.

llustraremos las transformaciones que veremos con el efecto que producen en la gréfica de
la funcidn que aparece a continuacién:

X

-3 -2-10 1 2 3 4 5

Figura 4

# Compruebe que la grafica de lafigura 4 corresponde a la funcién:

1
f(x)=5x+3, —2<x<4

# Determine eldominioyrangodef.
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1.5.1. Desplazamientos verticales

o
~r>\~4.>w<.h>u

B4

Q

B8=a

X
N

-3-2-10
—1

123 4 5

Figura 5

# Dibuje enlafigura5 el segmento P'Q'que se obtiene al desplazar dos unidades hacia

arriba el segmento PQ.

#» Determine las coordenadas de P'y de Q.

# Definaalgebraicamentelafuncién g cuya gréfica es el segmento P'Q’; indique dominio

yrangodeg.

# Compruebe que las ecuaciones correspondientes a f y a g cumplen la relacion:

gx) = f(x) + 2

La siguiente propiedad nos dice cdmo encontrar, de manera inmediata, la ecuacién de la
funcién g correspondiente a un desplazamiento vertical de la gréfica de una funcioén f.

Desplazamiento vertical de la grdfica de una funcion

Sea y = f(x), y c un nimero real

o Y
g

,

9 S
Pt f
": “~~~~ R’ :C

J :
P e S
‘\.O
R X

Sea ¢ un numero positivo.
Al desplazar c unidades hacia
arriba la gréfica de la funcién f
se obtiene una funcién g cuya

ecuaciénesg(x) = f(x) + c.

Q y

',".\f
.l' Q~~~ S
Py S

, C

/N R
/AN N
P’ \/5

e

Sea c un numero positivo.

Al desplazar c unidades hacia abajo
la gréfica de la funcién fse obtiene
una funcién g cuya ecuacion es
gx)=fKx) —c
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Ejemplo 1

Enlafigura 6, la grafica que aparece punteada (en el medio), es la de la funcién valor absoluto
f(x) = |x|. {Cuéles son las ecuaciones correspondientes a las funciones g y h?

Figura 6

Solucion:

0000000 OCOCS

® Como la grafica de h se ha desplazado dos unidades hacia arriba con respecto a la
gréficadef,laecuacionde hes:h(x) = f(x) + 2 = |x| + 2.

¢ Lagrafica de g se ha desplazado tres unidades hacia abajo respecto a la grafica de f,
laecuaciondeges:g(x) = f(x) — 3 = |x|— 3.

1.5.2. Desplazamientos horizontales

A

y
6.
Q

5_
4 /
X

3340 135354587

Figura7

# Dibuje enlafigura7 el segmento P’Q’que se obtiene al desplazar tres unidades hacia
la derecha el segmento PQ.

#» Determine las coordenadas de P'y de Q.

#» Definaalgebraicamente lafuncién g cuya gréfica es el segmento P’Q’;indique dominio
yrangodeg.

# Compruebe que las ecuaciones correspondientes af y ag cumplen la relacion:

gx) = f(x — 3)
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La siguiente propiedad nos dice como encontrar de manera inmediata la ecuacion de la
funcion g correspondiente a un desplazamiento horizontal de la gréfica de una funcién f:

Desplazamiento horizontal de la grdfica de una funcion

Sea y = f(x), y c un numero real

X X
Sea c un numero positivo. Sea c un numero positivo.
Al desplazar c unidades hacia la Al desplazar c unidades hacia la
derecha la grafica de la funcién f se izquierda la gréfica de la funcién f se
obtiene una funcién g cuya ecuacién obtiene una funcién g cuya ecuacion
esgx) = f(x — o). esglx) = f(x + o).

Ejemplo 2

{Cudles son las ecuaciones correspondientes a las funciones g y h de la figura 8?

Figura 8

Solucion:

e Lagrafica de la funcién g se obtiene desplazando la gréfica de la funcion f, hacia la
derecha dos unidades; luego, la ecuaciondeges: g(x) = f(x — 2) = |x — 2|.

e Lagrafica de la funcién h se obtiene desplazando la gréfica de la funcion f, hacia la
izquierda tres unidades; por lo tanto, la ecuacién de hes: h(x) = f(x + 3) = |x + 3.
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1.5.3. Reflexion de una grafica en los ejes
coordenados

Primero reflejemos una grafica en el eje x:

Figura 9
# Dibujeenlafigura9elsegmento P'Q’'que se obtiene al reflejar el segmento PQ en el eje x.

#» Determine las coordenadas de P'y de Q.

# Definaalgebraicamente lafuncién g cuya gréfica es el segmento P’Q’;indique dominio
yrangodeg.

#» Compruebe que las ecuaciones correspondientes a f y a g cumplen la relacion:

gix) = — f(x)

Ahora reflejemos una grafica en el eje y:

jﬁ/‘

T i 5390 135 4%

Figura 10

# Dibujeen lafigura 10 el segmento P'Q’que se obtiene al reflejar el segmento PQen el eje .
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# Determine las coordenadas de P'y de Q.

# Definaalgebraicamente lafuncién g cuya gréfica es el segmento P'Q’;indique dominio
yrangodeg.

# Compruebe que las ecuaciones correspondientes af y a g cumplen la relacion:

gix) = f(—x)

La siguiente propiedad nos indica cémo encontrar de manera inmediata la ecuacion de la
funcion g correspondiente a un reflejo en el eje x 0 en el eje y de la gréfica de una funciéon f.

Reflejo de una grdfica en los ejes coordenados

Seay = f(x)
? y y
,': MR f
ol" ’ ) . S
P o
R X
P
ﬁ\
g s X
&
Al reflejar la grafica de la funcion f Al reflejar la grafica de la funcion f
en el eje x se obtiene la gréfica de en el eje y se obtiene la grafica
una funcién g cuya ecuacién de una funcién g cuya ecuacién
es g(x) = —f(x). es g(x) = f(—x).
Ejemplo 3
Dada f(x) = 2x — 3, graficar las siguientes funciones:
i. y=—fx i. y=1f(—x)
Solucion:

i. Latransformacion corresponde a una reflexion en el eje x:
y=—f(x) = —(2x—3)
y=-—-2x+3

Al reflejar la rectay = 2x — 3 en el eje x se obtiene larectay = —2x + 3
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Figura 11
ii. Latransformacion corresponde a una reflexién en el eje y:
y=f(—x)=2(—x)—3
y=—2x—3

Al reflejar la rectay = 2x—3 en el eje y se obtiene larectay = —2x—3

Figura 12

1.5.4. Alargamiento o compresion vertical

Comenzamos con un alargamiento vertical:

A

104 y

Figura 13
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#» Dibujeenlafigura 13 el segmento P'Q'que se obtiene cuando la segunda coordenada
de cada punto (o coordenada y) se multiplica por dos.

# Determine las coordenadas de P'y de Q.

# Definaalgebraicamente lafuncién g cuya grafica es el segmento P'Q’; indique dominio
yrangodeg.

# Compruebe que las ecuaciones correspondientes af y a g cumplen la relacion:

gx) = 2£(x)
Ahora una compresién vertical:
A
6_)’
5 Q
4_/
P 0/?
‘|_
X\
5 3 o 1 3 3 4 5

Figura 14

# Dibujeenlafigura 14 el segmento P'Q'que se obtiene cuando la segunda coordenada
de cada punto (o coordenada y) se divide por dos.

#» Determine las coordenadas de P'y de Q.

# Definaalgebraicamente lafuncién g cuya gréfica es el segmento P'Q’; indique dominio
yrangodeg.

# Compruebe que las ecuaciones correspondientes a fy a g cumplen la relacidn:
1
x) = —f(x
gix) 5 ()

La siguiente propiedad nos indica cémo encontrar de manera inmediata la ecuacion de la
funcién g correspondiente a un alargamiento o compresién vertical de la grafica de una
funcion f.
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Alargamiento o compresion vertical

Sea y = f(x), y cun nimero real

o Y y
g Q
‘s
II' ~~~~f
,;'/Q& R
\\B}.S’
p R’ X
Al multiplicar la coordenada y de Al multiplicar la coordenada y de
cada punto de la grafica de una cada punto de la grafica de una
funcién f por un nimero ¢, c> 1, se funcién f porun nimeroc, 0 < c< 1,
obtiene la gréfica de una funcién g se obtiene la gréfica de una funcién g
cuya ecuacion es g(x) = ¢ f(x). cuya ecuacion es g(x) = ¢ f(x).
La nueva grafica es un alargamiento La nueva grafica es un compresion
vertical de la anterior. vertical de la anterior.

Ejemplo 4
Dada f(x) = |x|, graficar las siguientes funciones:

i. y=2f(x) i. y=

Solucion:

0000000 OCOCS

i. Latransformacion y = 2 f(x) corresponde a un alargamiento vertical al doble:

y=2f(x)=2|x|

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
_‘I_

Figura 15
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ii. Latransformaciony = — f(x) corresponde a una compresion vertical a la mitad:

1
2

y =500 = Ix|

Figura 16

# Dada lafuncién h(x) = —3x + 6 grafique las siguientes transformaciones:

1
a) y=3hx) b) y= Eh(X)

1.5.5. Alargamiento o compresion horizontal

Primero un alargamiento horizontal.

X

»
>

—4-3-2-10| 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 17

# Dibujeenlafigura 17 el segmento P'Q'que se obtiene cuando la primera coordenada
de cada punto (o coordenada x) se multiplica por dos.

# Determine las coordenadas de P'y de Q.

#> Definaalgebraicamente lafuncién g cuya gréfica es el segmento P'Q’; indique dominio
yrangodeg.

# Compruebe que las ecuaciones correspondientes a f y a g cumplen la relacion:

gx) =f GXJ
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Ahora una compresién horizontal:

X

-3 -2 -10 1 2 3 4 5

Figura 18

# Dibujeenlafigura 18 el segmento P’Q’que se obtiene cuando la primera coordenada
de cada punto (o coordenada x) se divide por dos.

#, Determine las coordenadas de P'y de Q.

#» Definaalgebraicamente lafuncién g cuya gréfica es el segmento P’Q’;indique dominio
yrangodeg.

#» Compruebe que las ecuaciones correspondientes a f y a g cumplen la relacion:

gix) = f(2x)

La siguiente propiedad nos indica cémo encontrar de manera inmediata la ecuacion de la funcién
g correspondiente a un alargamiento o compresién horizontal de la gréfica de una funcion f.

Alargamiento o compresion horizontal

Seay = f(x), y c un numero real

S S
S S o/ .
‘Q * RIR X
R R x

Al multiplicar la coordenada x de cada Al dividir la coordenada x de cada

punto de la grafica de una funcién f punto de la grafica de una funcién f

por un numero ¢, ¢ > 1, se obtiene por un numero ¢, ¢ > 1, se obtiene

la grafica de una funcién g cuya la gréfica de una funcién g cuya

ecuacion es g(x) = f(lxj ecuacion es g(x) = f(c x).
=X

La nueva grafica es una compresién

La nueva grafica es un alargamiento . .
horizontal de la anterior.

horizontal de la anterior.
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Ejemplo 5

Dado f(x) = |x|, graficar las siguientes funciones:

i. y=1£f(2x) i. y= f{lxj

Solucion:

0000000 OOCS
i. Latransformacion corresponde a una compresion horizontal a la mitad:

y=f(2x) = |2x|

(=24 2,4)
4 (2

Figura 19

ii. Latransformacion corresponde a un alargamiento horizontal al doble:

f 1X 1x
Y=N27)7 2
\\ A ol
5
foo=Ix .
\\\ 4_ ,/’
e 3-
—4,2) ™ (=22 @42
(—4,2) . 5 (2,2), 4,2
— 1_ \\\\ l,”
vt (2 ) o
S 4 3 2 1o 1 2 5 & 5
_‘I_

Figura 20
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# Dadalafuncion h(x) = 2x — 1 grafique las siguientes transformaciones:

a) y=h(3x b) y=h %Xj

Conviene familiarizarnos con las graficas de algunas funciones bdsicas, las cuales se utilizan
con bastante frecuencia:

Funcion constante Funcion idéntica
Ay A
5 4
4+ §
3 f(x)=x
(—2,25) 3 3,25 21
2 _
F)=c=25 ! a1
14 T T T T T T T —>
-4 -3 -2 - 1 2 3 4
Xx _‘l-
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
1 (=2,-2) —o
_2_ _3_
—3 —44
Figura 21 Figura 22
Funcion cuadrdtica Funcion cubica
Ay 4fky
6.
3.
51 —3
2 f(x)=x
_ 4 2,4
( 214) ‘I_ (1,1)
3 ©,0 4
—_y2 T T T T T T T g
. Fo)=x -2 -3 -2 -1/0] 1 2 3
(_17_1) —14
=11 1 (1,1
X N
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 —3-
_'I-
_4.
Figura 23 Figura 24
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Funcion raiz cuadrada Funcion valor absoluto
Aly 6fly
5.
5+ _
4 fx)=Ix|
4.
3- F)=vx (=3,3) N 3.,3)
2-
@2) N
1 1,1 _ ]
ool OV x 1N 1 )
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 ——
1 -4 -3 -2 -1 0|06O1 2 3 4
71.
72.
_2.

Figura 25 Figura 26

1.5.6. Transformaciones sucesivas

Después de realizada una transformacion a la grafica de una funcién, se puede realizar otra
transformacion a la nueva grafica y asi sucesivamente. El orden en que se van realizando las
transformaciones esta implicito en la escritura, comenzando por lo indicado en el paréntesis.

Ejemplo 6 o

Describa como se puede obtener la grafica de cada una de las siguientes funciones a partir
de la gréfica de la funcion f.

i. y=—-5fx—4)+6 iii.y=f(—%x+4j
1
i. y= 5 f(—x)—3 iv. y= —3f(—4x—5)— 6
Solucion:

i. La grafica de f se desplaza cuatro unidades hacia la derecha, se alarga verticalmente
cinco veces, se refleja en el eje x y finalmente se sube seis unidades.

ii. Lagraficade f serefleja en el eje y, se acorta verticalmente a la mitad y por ultimo se
desplaza tres unidades hacia abajo.

iii. La grafica de f se desplaza cuatro unidades hacia la izquierda, se alarga horizontal-
mente al doble y finalmente se refleja en el gje y; se puede reflejar primero y luego
alargar, y el resultado no cambia.

iv. En este caso estan presentes las seis transformaciones vistas; comenzamos por las tres
relacionadas con x, y luego las tres relacionadas con y:

La gréfica de f se desplaza cinco unidades hacia la derecha, se refleja en el eje y, se
comprime horizontalmente a la cuarta parte, luego se alarga verticalmente al triple, se
refleja en el eje x y finalmente se baja seis unidades.
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Ejemplo 7

Escriba la ecuacién que representa cada paso en la transformacion que se indica sobre la
funcién g(x) = Jx.

i. La grafica de g se desplaza tres unidades a la izquierda, luego se refleja en el eje x, y
finalmente se desplaza hacia abajo cinco unidades.

Solucion:

a) La gréfica de g se desplaza tres unidades a la izquierda:
9,00 =glx+3)=[x+3
b) Luego se refleja en el gje x:
9,00 =—g,(0=—glx+3)=—/x+3
¢) Finalmente se desplaza hacia abajo 5 unidades:
g, 0 =g,)—5=—g, (X)—5=—gx+3)—5= —Xx + 3—5
Luego la funcién que se obtienees:y = —,/x+3 —5

ii. La grafica de g se desplaza seis unidades a la derecha, luego se refleja en el eje y, se
comprime horizontalmente a la cuarta parte, después se refleja en el eje x, se alarga
verticalmente al doble y finalmente se desplaza hacia arriba una unidad.

Solucion:

0000000 OCOCS

Siguiendo el proceso anterior, paso a paso, se obtienen las siguientes expresiones:
a) La grafica de g se desplaza seis unidades a la derecha:y = g(x — 6) = \/x — 6

b) Luego se reflejaen el eje y:y = g(—(x) — 6) = g(—x—6) = [—x — 6

¢) Se comprime horizontalmente a la cuarta parte: y = g(—4x — 6) = \/T—6
d) Luego se reflejaen el ejex:y = —g(—4x—6) = —\/T—6

e) Se alarga verticalmente al doble:y = —2g(—4x—6) = =2 ./—4x—6

f) Finalmente se desplaza hacia arriba una unidad:

y=—2g(—4x—6)—1= —2/—4x — 6 +1

Luego la funcién que se obtienees:y = —2,/—4x — 6 + 1
Ejemplo 8
y = —2f(x — 3) + 1 indica la siguiente sucesién de transformaciones: desplazamiento de

tres unidades a la derecha, alargamiento vertical al doble, reflejo en el eje x, y finalmente,
desplazamiento vertical de una unidad hacia arriba (similar al orden en que se realizan las
operaciones aritméticas).
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llustremos lo anterior para el caso de la funcién f(x) = x? (distinguiremos las graficas
intermedias de la ultima dibujando estas con lineas interrumpidas y esta ultima con linea

continua). Sefialamos con un numero cada grafica para indicar el orden en que vamos
realizando las transformaciones.

Para facilitar el trazado hemos escogido tres puntos de referencia: (—1, 1), (0, 0), (1, 1); segui-

mos la pista a los correspondientes puntos que se obtienen con cada transformacion para
trazar cada pardbola:

A A v ’
y y ‘l‘ ,'l
4 4 \ !
\ ]
[} ,’
3 3 \ !
kY 1
\ K
21 21 \ ,
\\\ ’/I
H ik Q ¥.d
){ \\\_‘ /,’ X‘
-3 -2 -1 0 12 3 0 1 2 3 4 5 6
—1 —14
1) f)=Kx=3)
—24 fl)=x —2-
A \ i
y \ ! y
\
4 \ ! 21
\ ; 3) f,=—2(x—3)
34 \ /.' 1_
\ [
2 . é . —— ; — 5
\ ! 0 1T 2 /3N 4 5 6
\ ,’ ’ \
11 ‘\ ,’ —11 Il ‘\
\ ’ ’ \
\\ J/ X i '
of 1 32 3 4 5 § 2 ! *
-1 —34 "' “\
2) f,=(x—3)? ! \
—27 —4 ! \
] \
v / ;
Aly
5 4) f,x)=—2(x—3)>+3
‘I-
X\
0 1 2/ 3\ 5 6
_‘l-
__2-
_3-
_4-

Figura 27
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En un solo plano cartesiano:

Figura 28

# En la tabla se presentan transformaciones particulares de una funcién. Describalas
verbalmente.

Para trazar la gréfica de ala grafica de la funcion y = f(x), tenemos que

1 y="f(x)+2 desplazar dos unidades hacia arriba
2 y="f(x)—2

3 y="f(x+2)

4 y="f(x—2)

5 y = —f(x)

6 y = f(—x)

7 y = 2f(x)

8 y = 1 f(x)

2
9 y = f(2x)
10 y= f(lx}
2

Tabla 1
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RESUMEN

000000 0OCGOOS

# Elabore una tabla resumen de las transformaciones estudiadas en esta seccion: si
conocemos la graficadey = f(x),

Para trazar la grafica de ala grafica de la funcion y = f(x), tenemos que
1 y=1fx)+c desplazar c unidades hacia arriba, si c > 0y c unidades hacia abajo si
c<0

2 y=flx+c)

3 y = —f(x)

4 y = f(—x)

5 y = cf(x)

6 y = f(cx)

Tabla 2
EJERCICIOS

I. Suponga que se da la grafica de una funcién f. Describa cémo se puede obtener la
grafica de cada una de las siguientes funciones a partir de la grafica de f:

1) y=f(x—28)

2y=1fx)+7
3)y=—f(x+6)
4)y=f(2x)—5

5)y=f(x+11) -2

6)y= —% f(x—4)
7)y = —3f(—x) + 1

8)y= f(%xj—S

Il. Sedaladescripcién verbal de las transformaciones que se realizan a partir de la grafica de
cadafuncién.Hagalagraficay escribala ecuaciéon que representa dichas transformaciones:

1) Funcién: y = x% desplazar dos unidades a la izquierda, reflejar en el eje x y bajar seis
unidades.

2) Funcioén:y = |x|; reflejar en el eje x, alargar verticalmente al triple y subir dos unidades.

3) Funcién: y = x>, reflejar en el eje y, acortar verticalmente a la mitad y reflejar en el
eje x.



VI.

TransrormAcionEs DE FUNCIONES [ NENEGEGEGEGE

4) Funcion: y = /x ; desplazar tres unidades a la derecha, reflejar en el eje x, alargar
verticalmente cuatro veces y subir siete unidades.

5) Funcién: y = x% desplazar cinco unidades a la izquierda, alargar horizontalmente al
doble, reflejar en el eje x, y bajar ocho unidades.

6) Funcién: y = |x|; desplazar cuatro unidades a la derecha, reflejar en el eje y, compri-
mir horizontalmente a la tercera parte, alargar al doble verticalmente, reflejar en el
eje x, y finalmente subir nueve unidades.

Describa como se puede obtener la grafica de cada funcién a partir de una de las gra-
ficas de las funciones basicas (figuras 21 a 26 de esta seccién).

hx) = (x+3)°—6 5 nx) = —(3x + 6)* — 2
2)glx) = —3x+ 1 6)px) = ——x+2 +4
3)fix) = —x—5+4 7) m(x) = —2(—%x] -5
4) qx) = —4|x—2| 8) tx) = —% ‘—%x+3‘ +1

. La gréfica de la funcién g se muestra a continuacion:

—4 —4 —4
Figura 29

Trace la grafica de las siguientes funciones (seleccione 3, incluida la #6):

1) f(x) = —glx + 3) 4) f(x) = —2g(x—3) + 2
2)f(x) = % gx)—3 5 fx) = —g(—x+2)— 1
3)f(X) = —g(—x) + 3 6) Flx) = —%g(—Zx) 1

El punto P = (4, —5) estd en la grafica de y = f(x); en qué punto se transforma P de
acuerdo con cada transformacion:

1)y = 3f(—x) 3)y= —f(—4x) +5
2)y=f(x+4)+2 4)y=—-2f3x—2)—5

La grafica de la funcién f(x) = |x| pasa por los puntos (=2, 2), (0, 0), (3, 3). ;Con qué
transformacion la grafica que se obtiene pasa respectivamente por los puntos (0, 1),
(2,3),(5,0)7
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VII. Dadas las funciones f(x) = x% g(x) = Vx, h(x) = x, m(x) = x| y p(x) = x*. Halle la ecua-
cién correspondiente a cada una de las siguientes transformaciones.

Ny=2f(x+1) 6) yz—f(—%x] +3

2)y=gx—1)+3 7) y=%h(—4x)—1
3)y=m(2x) — 3 8) y=-"2mx+4) +1
4)y= —4h(x —2) 9) y=—-2plx+6)—4

5)y=%p(x—1)+5 10) y = —2g(3x) — 7

VIIl. En la figura 30 se muestra la grafica de y = f(x). Relacione cada una de las ecuaciones
con su grafica:

Figura 30

5)y=fx—4)—6
6)y = 2f(—x) — 3

7)y=—f(—x)—1

8)y=—f(x+10)—2
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IX. Trace la grafica de cada funcion:

Nfx)=(x—272+3 5)n(x) = — 2(x — 4)°

2) gix) = (x + 4> — 3 6) plx) = —N—x +2
3)h() = —fx+2 7) q(x) = —%(x - 2%+3
4mkx) = —|x| + 2

X. Exprese la funcién g en términos de la funcién .

1) 3)
Ay Ay f(X)=X2
6.
5-
g
4 1
3 —— T —— —>
o) =x3 -1-2-10| 1 3 4 5 8
21 -1
1 —2 9
XL
5 A[52-0] 1 235 45 >
_'I. _4.
—2 -3
Figura 31 Figura 32
2) 4)
Ay Ay
5- 3
4 21
3 fx)=+x 1 fx)=IxI
2 X
1 G357 1335 4356
- _‘I_
X

_4 _6_
_5_ —
_6_ 8_
Figura 33 Figura 34
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1.6. Operaciones con funciones

# Se tiene una caja cuyas dimensiones se muestran en la figura 1. El cm? de material
gue se utiliza para construir las caras laterales cuesta $5 mientras que el de la base o
la tapa cuesta $6.

1.

30cm

30cm

30cm
Figura 1

¢Cual es el costo del material, C, utilizado para construir las caras laterales?

2. (Cudl es el costo del material, C, para la base y la tapa?

3.

(Cudl es el costo total del material, C, para toda la caja?

#> Consideremos una caja cubica de arista x (figura 2) con los costos de materiales como
en la actividad anterior.

6.

7.

X

Figura2
Exprese C, en funcion de x.
Exprese C, en funcion de x.
Exprese C en términos de las funciones Cy C,.

Exprese C en funcion de x.

Con las funciones C, y C, de la actividad anterior se definié una nueva funcion C que es la
suma de ellas: C = C, + C,. En general, si se tienen dos funciones f y g, la funcién suma de
ellas, escrita f + g, la definimos sumando las expresiones algebraicas de f y g.
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Por ejemplo, si: f(x) = 5x — 1, g(x) = —2x + 3, definimos f + g asi:
(f + g)x) = flx) + glx)
=(5x—1)+ (—2x+ 3)

=3x+ 2
Ejemplo
Dadas las funciones h(x) = 3x + 5,y t(x) = {/x + 4, halle:
i. (h+8(5) ii. (h+ t)(—38)
Solucion:

i. (h+t)(5)=h(5)+t5)=@3B05B+5+ . /5+4=20+3=23

ii. Observemos que en este caso h(—8) = 3(—8)+ 5= —19, pero,t(—8) = /—8 + 4 =V—4,
no es un numero real. En este caso, al no estar definida t en —8, tampoco queda definida
(h+ t)en —8.

En el ejemplo anterior determinamos primero el dominio de las funciones hy g; h esta definida
en los numeros reales, o sea en el intervalo ( —o, ©), mientras que t lo esta para los nimeros
reales mayores o iguales que —4, o sea en el intervalo [—4, ).

La funcién h + t queda definida solamente para aquellos valores en los cuales h y t estan
definidas simultaneamente, es decir, en la interseccion de sus dominios:

domh = (—x,©) domt=[—4, )

dom (h +t)=domhNdomt=(—om,0) N[—4 0) = [—4 x).

Dominio de t
Dominio de h

[ ]

57 6553310123456748
Dominio de h — Dominio de t = Dominio de (h+t)

Figura3

Volviendo a las funciones f(x) = 5x — 1, g(x) = —2x + 3, conseguimos con ellas otras funciones:

la funcion resta, f — g, la funcién multiplicacion, fgy |la funcién division, —, efectuando las
operaciones respectivas:

(f — g9)x) = f(x)—g(x) (f 9)x) = f(x)g(x)
= (5x—1) — (—2x + 3) = (5x—1)(—2x + 3)
=5x—1+ 2x—3 = —10x> + 15x + 2x—3
=7x—4 = —10x* + 17x—3
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Las funciones anteriores se definen en la interseccion de los dominios, con la salvedad de
que para la division hay que excluir aquellos valores de x donde el denominador se hace

3
cero (en este ejemplo: x # 5)'

# Sif(x) =3x—2ygx) = x> — 3x, encuentre f + g,g—f, fg,i,el dominio de cada ope-
raciony luego calcule: g

a) (f+g)(=3)=

b) (g— 0=
o ((fg)2)=
f
d) {—j(—UZ
g
e) (gf(3b) =
f) (g—fHla+1)=

Operaciones con funciones

Dadas las funciones f y g, determinamos primero el dominio de cada
una y definimos con ellas las funciones, suma, resta, multiplicacion

y divisién, denotadas respectivamente, f + g, f — g, fg, i, asi:
(f+ g)x) = f(x) + gx) ?
(f—9gkx) = f(x) — gix)
(fF g)(x) = f(x) gx)

[6)=365

Estas tienen como dominio la interseccion de los dominios
de f y de g, esto es:dom f N dom g; en la division excluimos
en el dominio los valores de x para los cuales g(x) = 0

EJERCICIOS

5
I.  Dadas las funciones g(x) = 2x — 3y h(x) = EX + 3, halle:

1) (h+g)4)

2) (g— h(-3)
3) (hg)(~2)
g
4 Z (0
) h]()
X

5) (g+h)t+1)
6) (gh)(2a)
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ll. Dadas las gréficas de las funciones h y g, halle el dominio y rango de cada una de ellas y
estime:

g
—Y .X:
123 456
1 A
M
Figura 4
1) (h+g(-1) 6) (h—g)-3)
2) (g-h 7) (gh)o)
3) (hg)(-2) 8) [3}—4)
4) (%)(0) 9 (g+h)
5) (g+h)(—6) 10) (h— g)(-5)

lll. Con lainformacion de la tabla que se muestra a continuacion, evalue la funcién indicada
parafyg.

x -3 -3 -1 0 2 4 5
£(x) 4 3 % 2 5 0 %
g(x) 5 -7 4 —% -2 —4 %

f
(- g)(—iJ 5) (— 2)
2 g
2) (g —N5) 6) (f+g)(—1)
3) (gn(0) 7) (fg)(—3)
4) (g+f)@) 8) (%](—1)
IV. Encuentref +g,f— g,fqg, f.
g
1) f(x)=2x+5, gx) = —3x+2
4 2
2) flx) = -2, = x+4
) f(x) 3 gx) 3x
3 2 3
3) fl)= Xt g = X~
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1) fx)=—x+2,si—2<x<4

1
2) h(x)=—5x+ 1,si—2<x<8

V. Hallef +g,f —g,h+ m, h— my el dominio de cada una:
gx)=2x—1,si—2<x<4
m(X)=%x— 2,si—4<x<6

VI. Represente graficamente, en el mismo plano, las funciones del ejercicio anterior y trace
la grafica que se indica en cada caso.

1) f+g 2) f—g
A Ay
8l y
71 87
6- —
5 6
4 N
3-
21 -
’I-
X »
—é—é—i—é—i—i? 12345 -5 -4-3-2-10 1 2 3 4 5
—21 -2
_3. |
—4 =4
__5. _6_
_6.
—7 _g
_8.
Figura 5
3) h+m 4) h—m
Ay Ay
61 8
6-
4_
4-
21 2
X X,
43 510 1 32 3 4 5 6 7 —5-4-3-2-10| 1 2 3 4 56 7
._2.
_2_
_4.
_4_ _6-
—6- —8-
el —101
Figura 6
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VII. Utilice las gréficas de las funciones f y g, para trazar la gréficade f + gy f — g.

\

Y

——
N
w
S
w4
o

N
-

Figura7 Figura8
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1.7. Composicion de funciones

En la vida real encontramos situaciones en donde una variable depende de otra y esta a su vez
depende de otra variable. Consideremos por ejemplo las escalas de temperatura Fahrenheit,

5
Celsius y Kelvin. La férmula C = E(F — 32) indica cémo convertir grados Fahrenheit (F) a

grados Celsius (C); por otra parte, la férmula K = C + 273 nos dice cdmo convertir grados
Celsius a grados Kelvin (K).

# ;A cudntos grados Celsius equivale una temperatura de 68 grados Fahrenheit?
# ;A cuantos grados Kelvin equivale una temperatura de 32 grados Celsius?

#v ;A cuantos grados Kelvin equivale una temperatura de 50 grados Fahrenheit?

Consideremos las funciones f y g, descritas verbalmente asi:
“f es la funcidon que multiplica por dos y luego suma ocho”

“g es la funcién que multiplica por tres y luego resta catorce”

# Defina algebraicamente las funcionesfy g:

Imaginemos las funciones f y g como maquinas, formando un mecanismo como el de la
figura 1, en el cual al ingresar un valor como el 1 en la maquina f, esta lo transforma en:
2 X (1) + 8 = 10. El 10 a su vez es recibido por la maquina g la cual lo convierte en:
3X10—14=30—-14=16.

11— f — 10 — g — 16

f(1) =10 g(10)=16
Figura 1

Siingresamos el 6 en la maquina f, esta lo transforma en 20, es decir, f(6) = 20; enseguida,
la funciéon g convierte a 20 en 46, es decir, g(20) = 46.

6 —> f — 20 — g —> 46

f(6) = 20 g(20) = 46
Figura 2



Cowmprosicion pe Funciones  [|NNEGEGNEE

# Completelatabla 1:

f g
1 - 10 —> 16
6 —> 20 - 46
4 > -
11 —> >
—> -2 —>
- - 34
3
— - —>
2
_3
6 - -
Tabla1

Ahora construiremos una sola maquina que remplace el mecanismo anterior; esta maquina
tendrd que transformar el 1 en 16, el 6 en 46, etc.

Ejemplo 1

Indique cdmo programar la maquina que remplace el mecanismo descrito al comienzo de
esta seccion y verifique el procedimiento con los valores de entrada 1y 6.

Solucion:

Expresamos primero en lenguaje algebraico lo que hacen las funciones f y g:

X —> f — y — g —z

Figura3
donde y=2x+8 (1)
z=3y—14 (2)
Remplazamos y de la ecuacién (1) en la ecuacién (2):
z=3(2x+8)— 14
z=6x+24—-14

Z=6x+10
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Lo anterior indica que la maquina buscada, debe primero multiplicar por 6 y luego sumar 10.
Verificamos que al 1 le asigna el 16, al 6 el 46, etc.

1->6(1)+10=16

6—>6(6) + 10 =46

A la maquina o funcién del ejemplo 1 llamaremos la funcién compuesta de g y f, la cual
denotamos ge°f:

X —> gof —>Z

(gefix) =6x+ 10

Figura4

Composicion de funciones
La funciéon compuesta f° g, de dos funciones f y g se define:
(o g)(x) = f(g(x))

El dominio de fe g es el conjunto de todos los x en el dominio
de g tales que g(x) esta en el dominio de f.

Ejemplo 2

5
A partir de las férmulas C = §(F — 32),K= C+ 273, que permiten convertir grados Fahrenheit

(F) a grados Celsius (C), y grados Celsius a grados Kelvin (K), respectivamente, consiga una
férmula para convertir grados Fahrenheit a grados Kelvin.

Solucion:

La figura 5 muestra que estamos tratando de construir un“puente” que vaya de F a K:

F —— ¢ —> K

\/’

?

Figura 5

Expresemos las formulas con la notacién funcional:

5

C(F) = §(F —32), KOQO=C+ 273
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La formula que se busca corresponde a la composicion de las funciones Ky C:
. 5
(K ° Q(F) = K(C(F)) = K(;(F - 32)]
= g(F—32)+273

_2 (F) > (32) + 273
9 9
_ 5F+2297

9
5 2297

Ejemplo 3

Dadas las funciones f(x) = 2x + 3y g(x) = \J2x — 1, halle fe g, f o f y g o f. Determine los
dominios de cada una de las composiciones.

¢Es (f~g)(5) igual a (g~ f)(5)?

Solucion:

i. Dominio de f: (—o,%)
Dominio de g: B’wj
(feg)(x) = f(g(x)

(B

=242x—1 +3
Esta funcion esta definida para los x tales que 2x — 1 = 0, o sea, para x = %; por tanto,
el dominiode foges BC’OJ

ii. (fef)x) = f(f(x)

= f(2x + 3)
=2(2x+3)+3
=4x+ 6+ 3
(Fef)(x) =4x+ 9
El dominio de fo f es (—2,%)

iii. (ge x) = g(f(x))
= g(2x+3)

= 2(2x +3) -1

(gof)x) = /4x +5
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5
Esta funcién esta definida para los x tales que 4x + 5 = 0, o0 sea, para x = _Z; por tanto,

eldominiodegof es {—%, oo]

iv. ;Es(fog)(5)iguala(ge°f)(5)?

(fog)(5) =2 /2(5)—1 +3=23)+3=9
(g°f)(5) = J4(5)+5 =25 =5

Observamos que (f ° g)(5) # (g ° f)(5)

En general, (f ° g)(x) # (g ° f)(x) lo cual significa
que el proceso de composicién de funciones no es conmutativo.

#> Dadas las funciones m(t) = —t* + 2y p(t) = /5 — 2t, halle:

a) (meop)2) f) (pem)(—3)
5 1
b) W’f”(;) 9) (pop)@
Q) (pom)(2) h) (p°m)(0)
d) (meop)(—10) i) (pem)(1)
e) (mem)(—4) ) (mep)(1)
Ejemplo 4

Dadas las gréficas de las funciones fy g que se muestran en la figura 6, halle (fo g)(—1), (g > g)(0).

Solucion:

i. (feg=1)=f(g(—-1)=Ff(-3)=5
i. (g°g)0)=g(g(0)=g(—4)=0

Figura 6 A4
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#y Utilice las gréficas de las funciones fy g, de la figura 6, para hallar:
a) (gef)(=3)
b) (f o g)(—3)
o (fe£)3)
d) (f°9Q2
e) (ge°g)(—6)

Ejemplo 5

—
Exprese la funcién h(x) = (4x — 5)> como composicién de dos funciones.

Solucion:

0000000 OCOCGS

Consideremos la funcidn h como el resultado del siguiente proceso: realizar primero lo que
estd en el paréntesis y luego elevar al cubo. La primera parte la representamos con la funcién
g(x) = 4x — 5y la segunda parte con la funcién f(x) = x>. Por tanto:

(f o g)(x) = f(g(x)) = f(4x — 5) = (4x — 5)°
yasi:h(x) = (f ° g)(x),cong(x) = 4x — 5,f(x) = x°

# Si h(x) = /x> —1, exprese h como la composicion de dos funciones. Determine el
dominio de cada una.

Ejemplo 6

Un globo se eleva verticalmente desde el piso con una velocidad de 40 m/min. El globo esta
siendo monitoreado desde un punto P a 120 m del punto de partida Q. Sea d la distancia del
punto P al globoy t el tiempo, en minutos, desde que empezd a elevarse. Exprese d como una
funcion de t. ;A qué distancia se encuentra el globo del punto P, transcurridos 4 minutos?

Solucion:
0000000 OOCS G
y d
Q 120 m P
Figura7



I PrecAlculo

La altura y del globo es una funcién del tiempo t. Como en el movimiento uniforme, la
distancia es igual a la velocidad por el tiempo:

y(t) =40t
A su vez, d es una funcion de y; por el teorema de Pitdgoras tenemos:

dly) = /y* +120°

Como d depende de y, y depende de t, entonces d depende de t; con la composicién
expresamos esta dependencia:

(doy)(t) = d(y(1)

= |J(40t)" +120?

= /1600t* + 14 400

La distancia de P al globo G, a los 4 minutos, es:

(doy)t) = \/1 600(4)" +14 400 = 200m

EJERCICIOS
. Dadas las funciones f(x) = 4x + 3y g(x) = x> — 2x, halle:
1) (feg)3) 6) (g°9)kx)
2) (gof)(—4) 7) (feg)x)
3) (feg)(—2) 8) (geof(—=2x)
4) g(f(4) 9) f(fla+1)

5) g(f GD 10 (fog) (—%)

Il. Enlafigura 8 se dan las gréficas de las funciones hy g.

A

y

A
1
x
Y

A

|
L]

|
.

|

|
d

|
- O

1
\N
N
N
g
N

Figura 8
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Estime los siguientes valores funcionales:

1) (heg)(=3) 5) h(h(4)
2) g(h(=1)) 6) (h°h)(2)
3) (g°h( 7) h(g(0))
4) 9(g(5) 8) (g°9g)6)

Con la informacién de la tabla 2 halle los valores funcionales indicados:

x f(x) g(x)

2 -1 -3

5 2 —1

—1 -2 5

-2 0 3

-3 5 2

Tabla 2

1) g(f(5) 6) (fef)(—1)
2) (fog)(5) 7). (fe f)(—3)
3) (goN(=2) 8) f(g(—2))
4) f(g(—3)) 9) gl(f(—1))
5) g(f(2)) 10) (fog)(2)

Exprese la funcion h como composicion de dos funciones.

1) hx)=Q3Bx—7)°
2) h(x)=,/§x+1

3) h(x)=‘11+%x

4) h(x)=43-7x

Para cada par de funciones f y g, determine (f ° g)(x) y (g ° f)(x):

1 fix)=4x+1 glx) = —5— 3x
2) fx)=2x—3 gx) = —x*—2x+ 1
3 = Sx—4 900 = 6 — 2x

4) f(x) =.5—2x glx) = 3x°
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VI. Problemas

1)

El costo semanal C de producir g unidades en una fabrica esta dado:

C(g) = 12g + 8000,g € N
el nimero de unidades g producidas en t horas esta dado por:
q(t) =50t, tER=0
a) Trace las graficasde C,qy Coq
b) Encuentre e interprete (Co g)(t)
c) Halle e interprete (Ce g)(8)
d) Resuelva e interprete la ecuacion (Co g)(t) = 14 000

En una construccién se debe preparar una base cuadrada para poner en el centro
un cilindro donde ira una columna (figura 9).

X

Figura 9

a) Escriba el radio r del cilindro como una funcién de la longitud x del lado del
cuadrado.

b) Escriba el area A de la base circular de la columna como una funcion del radio.
¢) Encuentre e interprete (A © r)(x).

El tiempo empleado en la elaboracion de x cantidad de articulos esta dado por la
funcion t(x) = 160 x, donde t se mide en horas. El costo de cada hora de produccion

1
esta dado por la expresion C(t) = gt + 480, dado en miles de pesos.

a) ;Cudl es el tiempo empleado en la produccion de 45 articulos? ;Cual es su
costo?

b) ;Cudntos articulos se elaboran si el costo es de 2640 miles de pesos 0 $2 640 000?
¢) Halle la composicién de las funciones Cy t, (C o t)(x) = C(t(x)). ;Qué significa?

d) Halle C(t(45)); compare con el resultado obtenido en el item a).






~|UTADEO

Prod UNIVERSIDAD DE BOGOTA JORGE TADEO LOZANO



	PRESENTACIÓN
	1.1. Generalidades de la función
	Actividad inicial
	Escape de agua

	1.1.1 Formas de representar o describir una función
	1.1.2 Gráficas en el plano cartesiano que son gráficas de funciones

	1.2. Funciones crecientes,decreciente o constantes
	1.3. Función lineal
	1.3.1. Variación directa

	1.4. Funciones definidas a trozos
	1.5. Transformaciones de funciones
	1.5.1. Desplazamientos verticales 
	1.5.2. Desplazamientos horizontales
	1.5.3. Reflexión de una gráfica en los ejes coordenados
	1.5.4. Alargamiento o compresión vertical
	1.5.5. Alargamiento o compresión horizontal
	1.5.6. Transformaciones sucesivas

	1.6. Operaciones con funciones
	1.7. Composición de funciones
	2.1. Funciones cuadráticas
	Actividad inicial: Canales
	2.1.1. Gráficas de funciones cuadráticas
	2.1.2. Forma general y forma estándar
	2.1.3. Problemas de aplicación

	2.2. Funciones polinomiales
	Actividad inicial
	Cajas sin tapa

	2.2.1. Gráficas de funciones potencia
	2.2.2. Gráficas de funciones obtenidas por transformaciones de funciones potencia
	2.2.3 Bosquejando la gráfica de una función polinomial

	2.3. Funciones racionales
	Actividad inicial
	Material para construir una caja

	2.3.1. Gráficas de funciones racionales 
	2.3.2. Transformaciones de la función: h(x) 5 ￼
	2.3.3. Bosquejando la gráfica de una función racional
	2.3.4. Asíntotas oblicuas

	3.1. Funciones uno a uno y sus inversas
	Actividad inicial

	3.2. Funciones exponenciales
	Fractales	
	3.2.1. Potenciación
	3.2.1.1. Propiedades de la Potenciación


	3.3. Interés compuesto
	3.4. Modelos exponenciales
	3.4.1. Interés compuesto continuo
	3.4.2. Dinámica de poblaciones
	3.4.3. Desintegración radiactiva

	3.5. Logaritmos
	3.5.1. Valores logarítmicos especiales:
	3.5.2. Logaritmos decimales
	3.5.3. Propiedades de los logaritmos

	3.6. Función logaritmo
	3.7. Ecuaciones exponencialesy logarítmicas
	3.8. Otros modelos con funciones exponenciales y logarítmicas
	3.8.1. Interés compuesto - interés compuesto continuo (segunda parte)
	3.8.2. Dinámica de poblaciones (segunda parte)
	3.8.3. Desintegración radiactiva (segunda parte)
	3.8.4. Ley del enfriamiento de Newton 
	3.8.5. Otros modelos
	3.8.6. Escalas logarítmicas
	3.8.6.1. Escala de Richter
	3.8.6.2. Escala del pH


	Bibliografía
	SOBRE LOS AUTORES



