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Prefacio

Fisica de los vuelos espaciales (2021) y Vuelos espaciales y cien-
cia ficcion son obras complementarias con las cuales buscamos
introducir al lector en ideas relacionadas con los avances en la

conquista del espacio.

Ha pasado mucho tiempo desde 1903, cuando los hermanos Wright
lograron realizar un corto vuelo en el Wright Flyer, y Konstantin
E. Tsiolkovsky publicé la Investigacion sobre el espacio interpla-
netario con la ayuda de cohetes. Poco tiempo después, Albert
Einstein formuld, en 1905, la teoria especial de la relatividad;
en 1915, la teoria general de la relatividad, y en 1916 predijo la

existencia de ondas gravitacionales.

Las contribuciones anteriores, en unién con las de muchos otros
pioneros, han dado lugar a importantes avances en la ciencia y en
la tecnologia. Hoy en dia, la humanidad dispone de redes sateli-
tales de navegacion con cobertura de la superficie terrestre, y los
relojes atémicos de los satélites se ajustan con base en correccio-
nes relativistas. En las peliculas Viaje a las estrellas e Interestelar,
la ciencia ficcion ha contribuido a expandir nuestra imaginacion
sobre posibles desarrollos futuros o a creer, como lo enunci6 Julio

Verne, que “todo lo que una persona puede imaginar, otros podran
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hacerlo realidad”. Cien afios después de la prediccion de Einstein,

se detectaron por primera vez las ondas gravitacionales.

Autores de ciencia ficcidn influenciaron a Wernher von Braun,
quien en 1953 escribid su libro The Mars Project. La utopia de
ese entonces avanza en su realizacidn, pues varios paises han
enviado misiones no tripuladas al planeta rojo. Igualmente, se han
desarrollado misiones que han tenido como destino la visita a
asteroides que orbitan alrededor del Sol, lo que ilustramos con las

misiones japonesas Hayabusa y Hayabusa 2.

Este libro contribuye a la difusion de la ciencia en temas sobre la
conquista del espacio, con el propdsito de ayudar a los lectores
en encontrar su vocacion y consolidar su interés por las carreras
cientificas y técnicas. Este trabajo establece también vasos comu-
nicantes con la ciencia ficcion, en reconocimiento a lo que expresa
Aliette de Board (Nature, vol. 552, 333, diciembre de 2017):

La ciencia ficcién puede decirnos a qué conducira la investigacion,
el tipo de sociedades y tipo de vidas que estamos configurando.
Puede informarnos sobre el uso de la ciencia, de la conciencia y
la ética, y del propdsito y la visioén que hay detrds de los descubri-
mientos, que son incentivos importantes para realizarlos. También
nos habla de las enormes desigualdades entre los que se benefician

de los avances cientificos y la riqueza, y los que se quedan atrés.
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Los siguientes comentarios preliminares buscan facilitar la lectura

del documento:

1. Las referencias se citan en cada capitulo usando un paréntesis
cuadrado y un nimero [#] (por ejemplo [5]), y el conjunto se

incluye al final de cada capitulo.

2. Por convencién, usamos el punto (.) como separador decimal y
un espacio en blanco para separar la parte entera en millares, si
ésta tiene cinco o mds digitos. Esta preferencia se debe a que
buena parte de los cédlculos realizados se hicieron en Wolfram-
Mathematica, aplicacién que utiliza el punto como separador

decimal.

Agradecimiento a Marco Giraldo Barreto, editor de publicaciones
de la Universidad de Bogota Jorge Tadeo Lozano, por las cuida-
dosas correcciones de estilo realizadas en el documento y por su
valiosa e integral contribucion a la realizacion de este trabajo, al
igual que a Luis Carlos Celis Calderon de la oficina de publica-

ciones.

Los autores
Bogota D.C., julio de 2021






Capitulo 1

Ciencia ficcion, relatividad, fantasia

El entrelazamiento entre ciencia, ciencia ficcion y realizaciones
tecnoldgicas contribuye a la difusién del conocimiento cientifico y
al proceso de ensefianza. La teoria de la relatividad (especial y ge-
neral, 1905 y 1915) de Einstein desempefia un papel fundamental
en el sistema de navegacion global por satélite (GPS), ademds de
desplegar nuestra imaginacion sobre viajes intergaldcticos como
los de la serie Star Trek [1, 2]. El director cientifico de la pelicula
de ciencia ficcion Interestelar [3] contribuy6 a poner en marcha el
observatorio LIGO que detect6 en 2015 por primera vez ondas gra-
vitacionales, cien afios después de 1916, aio en el Albert Einstein
predijo su existencia. En 2019, se present6 la primera la imagen de
un agujero supermasivo, construida combinando sefiales de ocho

telescopios ubicados en diferentes partes del mundo.

15
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1.1. De la ciencia ficcion a la fisica teorica

Las tiras comicas de Superman y las peliculas de superhéroes
de la década de 1950 despertaron en muchos la curiosidad por
la fisica y, en especial, por la misteriosa teoria de la relatividad.
La posibilidad de viajes intergalacticos, de viajes en el tiempo, de
obtener inmensas cantidades de energia, unido al desconocimiento
casi absoluto de esas mégicas teorias, nos condujeron a muchos,
aun nifios, a interesarnos y poco a poco volvernos adictos a la

fisica tedrica.

El creador de Superman resolvia facilmente el viaje al pasado:
hacia que el héroe orbitase alrededor de la Tierra, aumentando la
velocidad hasta que, al sobrepasar la velocidad de la luz, llegaba
al pasado. De esta forma podia evitar una catdstrofe que estuviera
sucediendo o hacerle mas dificil la vida a los admiradores de su
amor Luisa Lane. El guionista, quien conocia algo de la variacién
del tiempo cuando un sistema (en este caso, Superman) aumentaba
su velocidad (denominese v), tal vez vio la formula que relacionaba
los tiempos, y si la velocidad se hacia igual a la de la luz (velocidad
¢), un cero aparecia. Pasando por alto las leyes de la fisica y la
matematica, extrapolo algo de este estilo:

2\ /2
tiempo; = tiempo, (1 - —2) (1.1
c
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Siv > ¢, el radical se hace negativo, por lo tanto la raiz es negativa
(jhorror!) y el objeto va al pasado. Para el autor, V—a= = —a y no
como debe ser, V-a2 =i |al.

Ni los asiduos lectores, ni el dibujante, ni los precoces aficionados
sabfamos sobre la energia necesaria para que Superman alcanzara
velocidades comparables a la velocidad de la luz, ni que el cambio
de masa crea unas fuerzas gravitacionales en la Tierra que causa-
rian un dafio mayor que la catéstrofe que planeaba evitar. Ninguna
de estas era motivo de preocupacién; simplemente ignoradbamos

esos fendmenos fisicos.

Tampoco nos preocupdbamos como resolvia problemas de vuelo
que permitian al protagonista aumentar su velocidad: en la atmds-
fera, la forma de hacerlo es con aspas o con turbinas de propulsion.
Podria también utilizar la velocidad del viento, pero esta alterna-
tiva no le da suficiente impulso. Algunos lectores podrian pensar
en un sistema de absorcion y expulsion del aire que permitiria,
como en cualquier avién, aumentar la velocidad. El problema, sin
solucion, es: ;como aumentar la velocidad cuando se viaja en el

vacio del espacio?

En un cortometraje de 1950 se muestra el viaje del bebé Superman
desde Krypton hasta la Tierra. La ingenuidad estilistica de la peli-

cula es maravillosa. Krypton debe ser un exoplaneta, suponiendo
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que no estuviese muy alejado del exoplaneta més cercano al sis-
tema solar, Proxima Centauri b, ubicado alrededor de la estrella
Proxima Centauri a 4.2 anos luz; la velocidad de la nave deberia
ser cercana a ¢ y el combustible no podria ser quimico conven-
cional. El laboratorio de los padres de Superman, Jor-El y Lara
Lor-Van, tiene similitud a una cocina moderna. El combustible de-
beria ser antimateria, y se trasvasaba en un bidén que no parecia
apropiado para la manipulacién de particulas y antiparticulas. En
la época de los 50, no estaba muy afianzada la idea de antimateria,
que habia sido posibilitada por Paul Dirac (1902 - 1984) en 1928.
Lo que es sorprendente es que Superman llega a la Tierra siendo
casi un bebé. ;Es posible realizar un viaje de mds de 4 afios luz
y que solo hayan transcurrido para el viajero unos pocos meses?
La respuesta es si, sin violar las leyes de la relatividad y viajando
a una velocidad inferior a ¢, y su nombre técnico es viaje en el

espacio de Rindler, tema a desarrollar en el acdpite 1.4.

La primera pelicula de ciencia ficcién fue realizada en 1902 por el
mago y director Georges Mélies y estd inspirada en la obra de Julio
Verne Viaje a la Luna. Para lanzar la nave tripulada, emplea un
gigantesco cafion de 1 kilémetro de largo; evoca los cafiones con
los que Prusia le gand la guerra a Francia en 1871. Mélies no es tan
instruido como Verne: la tripulacién viaja sin oxigeno, localiza la
Tierra mas abajo de la lune para el regreso, y simplemente arroja

el cohete a la Tierra. Verne sabe que no tiene forma de regresar la
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nave, sin dejar que la tripulacion alunice, pues la falta de oxigeno
la matarfa. Su solucién es poco humanitaria: los deja orbitando

alrededor de la Luna.

El problema de lanzar un cohete con un cafion es la elevada ace-
leracion que se requiere para lograr la velocidad de escape. Supo-
niendo una longitud de 1 kilémetro para el cafion y una velocidad

de escape de 10 km/seg, la aceleraciéon media es

V2
_ f m
=— =50000—= =~ 5000 1.2
“ 20 s2 & 12)

(g #9.81m/ s? es la aceleracién de la gravedad en la Tierra).

A partir de 1960 se producen peliculas que recurren al concepto
de agujero de gusano que permite en corto tiempo realizar viajes
intergaldcticos sin perder contacto espacio-temporal con el plane-
ta de origen. En 1968, Stanley Kubrick realiza 2001 Odisea del
Espacio; Arthur Clarke es el asesor cientifico del film, a la vez
es el que hace el disefio conceptual de la 6rbita geoestacionaria.
En 2014 se estrena Interstellar, dirigida por Christopher Nolan.
cuyo director cientifico fue Kip Thorne. La pelicula gané el Oscar
a mejor filme del afo, y poco después Thorne recibi6 el Nobel
de fisica por su trabajo en el experimento LIGO (Laser Interfe-
rometer Gravitational Wave Observatory), el detector de ondas

gravitacionales.
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1.2. Haz de fotones como fuerza impulsora

En el antiguo testamento de la biblia se narra la ascension al cielo
del profeta Elias, arrastrado por un carro de fuego a las alturas
celestiales. Esta mencién anticipa la idea del cohete propulsado

por combustible.

Otro viaje exitoso al espacio estd en Enoc (o libro de Henoc). No
es muy detallada la forma en que se logrd; la Biblia solo dice
“Y caminé Enoc con Dios, después que engendré a Matusalén,
trescientos aflos, y engendré hijos e hijas. . . . Camind, pues, Enoc

con Dios, y desaparecid, porque le llevo Dios” (Gn 5.22-24).

Mas conocida es la ascension de Jesuas al cielo, acontecimiento
descrito en el nuevo testamento: “Dicho esto, mientras ellos lo
estaban mirando, Jesus fue levantado, y una nube lo envolvid
y no lo volvieron a ver. Y mientras miraban fijamente al cielo,
viendo como Jesus se alejaba, dos hombres vestidos de blanco
se aparecieron junto a ellos y ...” (Hechos 1:9-11). Aunque no
aparece en las notas biblicas, la Iglesia Catdlica acepta otro viaje
exitoso a las esferas del universo, la asuncién de Maria: “.. .,
terminado el curso de su vida terrena fue asunta en cuerpo y alma

a la gloria celestial”.1

1 Pio XII defini6 como dogma de fe la asuncién de Marifa en 1950 con la
constitucion apostdlica Munificentissimus Deus.
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Los autores modernos de ciencia ficcion enfrentan el problema
de llevar naves tripuladas fuera del sistema solar y ain a otras
galaxias. Como se sabe, con las generaciones actuales de combus-
tible no es posible alejarse del sistema solar, alin para llegar a la
estrella mas cercana se requieren mds de 30 000 afios de viaje. En
Viaje a las estrellas, ante una falla de los motores de propulsion,
Spock —Leonard Nimoy, “Larga vida y prosperidad” —propone
que se utilicen los cafiones de rayos laser como fuerza impulsora.
La idea es correcta, la velocidad de salida del rayo es la de la luz.
Se crearia un momento de magnitud, pero la limitante es que la
masa equivalente del rayo es tan pequefia que no es suficiente para

transferir momento lineal significativo a la nave.

Las ideas que se estudiaron para lograr eso en un futuro viaje

interestelar deben mencionarse:

» Energia de fisién nuclear.
= Energia solar.

» Energia de combinacién de materia y antimateria.

En la actualidad, los aceleradores de particulas producen anual-
mente antimateria en cantidades infimas. Se estima que para pro-
ducir 1 gramo de antimateria, el CERN requerird 100 000 millones

de afios, y atin si se aumentara en varios 6rdenes de magnitud la



22 1 Ciencia ficcion, relatividad, fantasia

produccién de antimateria, la tecnologia no estd lista para evitar

que se desintegre casi inmediatamente.

Siguiendo a W. Wiesel [4], en su libro Spaceflight Dynamics se
muestra el cédlculo de la cantidad de antimateria necesaria para
llevar un cohete a velocidades cercanas a la de la luz. Se con-
sidera que todo el impulso se produce en un instante, y en esas
condiciones la aceleracion tiende a infinito. En el universo no hay
magnitudes infinitas, y una aceleracién muy alta no la resisten ni

los materiales ni el cuerpo humano. Estamos en ciencia ficcion.

Sea un cohete relativista con las siguientes caracteristicas:

mg = masa util + combustible
+ partes desechables del cohete,

m = masa util,

y midase la carga util por la relacién

my
a=—.
mo
La energifa en reposo del cohete es moc? y la energfa de radiacién
es dada por Eigiacisn = prC, donde p, es la energia del haz radiado

y ¢ la velocidad de la luz. Asumiendo momento inicial nulo,

Einicial = Eﬁnal del cohete T Eradiaci(’)n- (13)
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Es decir,

) amg X c?

T Ger

donde v es la velocidad que adquiere el cohete ulterior al despegue

+ Eradiaci(’)n, (14)

de la base de lanzamiento. Introduciendo el factor de Lorentz (y),

1 v
a—— ] B=-, (1.5)
V1= (v/c)? ¢
la conservacion del momento expresa
E s iz
0 = (emoy)v — —radiacidn (1.6)
c

Por lo tanto, la expresion (1.4) se reescribe en la forma

moc2 = amoyczv +amgvyc
_ 2 2 v

= amgyyc” + amycy X —

c

= yamo(1 + ) c*. (1.7)

Simplificando la expresion anterior, se obtiene

B 1 _[1-B
a_)/(1+,8) —w/1+/3. (1.8)
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Se observa que si B — 1, el factor de carga util tiende a cero
(@ — 0). Asi, si se quiere obtener una velocidad 0.99¢, se tiene
a =0.0708881 ~ 0.071. Para una carga util de 100 kilos, la masa

meom del combustible requerido se determina de la ecuacion

100
= —

que conduce al valor m.om = 1308.45 kg.

En el caso de un viaje a Marte con my = 350 kg de carga qtil,

asumiendo una velocidad del cohete de 53 km/s, se tiene

53
~ 300000

8 = 0.00017667 << 1,

o= 2B _ 0.999823.
1+

Obsérvese que la aproximacion

1-5
1+

~(1-p)(1-B)=(1-pB)>,

conduce a la expresion @ ~ (1 — f8), la cual permite reproducir el

valor que hemos obtenido para «:

a~ (1 - ) =0.999823.
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Para una carga util de 350 kg, la masa moy del combustible

requerido se determina por la ecuacién

350
¥=—

lo que implica mcom = 0.06196 kg = 61.96 gramos.

1.3. Viaje intergalactico

Es pertinente recordar la ecuacion cldsica del cohete,

v(t) —v(tp) =uln (’:;((tf))) , u>0. (1.9
conocida como la ecuacion de Tsiolkovsky [5]. En (1.9), la can-
tidad m(ty) = M + M, es la masa total inicial del cohete, donde
M, es la masa del cohete con todo su contenido (excepto el com-
bustible) y M> la masa del combustible en el instante inicial #; la
cantidad m(t) = M + M(t) designa la masa del cohete en el ins-
tante ¢. Cuando el combustible se agota completamente, digamos
que en el instante 77 (ty > to, M(ty) = 0), se logra el mdximo
cambio en la velocidad, que en ausencia de fuerzas externas Fex

se expresa como sigue:
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M
Av:v(tf)—v(to):uln(l+ﬁ2), u>0, (1.10)
1

Las ecuaciones anteriores deben modificarse cuando los efectos
relativistas llegan a ser relevantes, es decir, para velocidades altas,

cercanas a la velocidad de la luz c.

En la serie Star Trek son frecuentes los viajes intergaldcticos; para
esto se requiere un combustible no especificado. En ocasiones,
cuando falla el motor, el comandante Kirk de la nave Enterprise
dirige el cainon ldser hacia la retaguardia, lo activa y este opera
como fuente de impulso. La idea es correcta: la velocidad de
expulsién de un fotén es por supuesto ¢ y tiene masa equivalente

muy pequefia, E = fiw/c?. En la pelicula funciona la idea.

Para hacer los célculos en el caso relativista, comenzamos especi-
ficando el sistema de referencia del observador, el cual ubicamos
con origen O en el centro de impulso (CDI) del cohete (figura
1.1). Considérese ahora dos instantes de tiempo separados infini-

tesimalmente:

= En un instante dado, el cohete tiene velocidad cero con respecto

al sistema de referencia CDI y su masa es m + dm.

= En un instante posterior e infinitesimalmente cercano, el cohete
expulsa la masa dm con velocidad u > 0, en direccidn contraria

a la direcciéon de movimiento del cohete, lo que incrementa
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la velocidad del cohete en dv. En consecuencia, el centro de
masa del cohete se separa del centro de momento del sistema
e imprime al cohete una velocidad con respecto al sistema de

referencia CDI.

En el sistema de referencia CDI, el momento lineal es nulo, por
lo que se deduce la relaciéon mdv = —vdm. Para tener en cuenta
la variacion de la masa con la velocidad, y que el incremento
de la velocidad del cohete es diferente medido en el sistema de

referencia del cohete y en el sistema de referencia de la base de

(i): el cohete esta en reposo
respecto a CDI

m |dm

(ii): el cohete expulsa la masa dm

v+ dv m .—) u

Sistema de referencia del centro de impulso (CDI)

Y Sistema de referencia de la base de lanzamiento

Figura 1.1. El origen O’ del sistema de referencia inercial se elige en el
centro de impulso (CDI) del cohete, por lo que este tiene una velocidad
nula con respecto al sistema CDI. Fuente: adaptado de Bruce [6].
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lanzamiento, escribimos:
mdv' = —udm, dm = y(u)dmy, (1.11)

donde m(t) es la masa instantanea del cohete en cualquier instante
de tiempo #; dv’ es el incremento de velocidad en el intervalo
de tiempo dt, y u es la velocidad de expulsion de los gases con

relacion al cohete, que en el caso del cohete foténico es u = c.

Aplicando la ley de adicién de velocidades, se tiene

v+dy= ———, (1.12)

dv’ << ¢, porlo tanto (1 + vdv’/cz)_1 ~ 1 —vdv'/c?, de donde

vdv'
+dv=(mv+dv)|1 -
v+dv=(v+dv )( > )

")

zv+dv’(1——2). (1.13)
c
De esta expresion, se obtiene
d ! dv’ (1.14)
y = v, )
y2(v)

donde introducimos la relacion de velocidades  y el factor de

Lorentz y(v), definidos asf:



1.3 Viaje intergalactico 29

1
B=-, y(V) = —. (1.15)

1- (v/c)2

De (1.14) despejamos dv’ y la substituimos en (1.11), para obtener

my*(v)dv = —udm,
1
dv = —udm. (1.16)

(1-5%)

De la definicién de B se tiene dv = cdf, por lo que (1.16) se

m

expresa en la forma

p___ . dm (1.17)

(1-82) ¢ m

El cambio de variables

B = tanh(¢), dp = sech®(¢)d¢ (1.18)

y laidentidad trigonométrica 1 —3% = sech?(¢) permiten reescribir

la expresion (1.17), como sigue:

sech?(¢)d¢ _ My dm
sech?(¢) T om’

La integracién de la anterior expresion conduce a



30 1 Ciencia ficcion, relatividad, fantasia

c mo m

u/c
¢:—len(ﬁ) =1In (@) . (1.19)

Expresamos ¢ como el inverso de la primera expresion (1.18),

u/c
¢ = arc. tanh(f) = %ln (1 tﬁ) =In (%) ,  (1.20)

en la que hemos usando la segunda igualdad como una identidad

para reescribir arc. tanh(f).

La ultima igualdad (1.20) adopta ahora la forma

2u/c
In (“—ﬁ) —In (@) , (1.21)

lo que conlleva a la expresion

B (mo/m)zu/c -1 B 1- (m/mo)zu/c
v=c¢ (n1 2u/c =c 2ufc’
o/m) +1 1+(m/m0)

(1.22)

donde m = m(t) representa la masa en el instante de tiempo ¢. La
expresion (1.22) se conoce como la ecuacién del cohete relativista,
que fue deducida en 1930 por el pionero de la aviacion francesa,
Robert Esnault-Pelterie (1881-1957), en su libro La Astrondutica.
Esnault-Pelterie creia que la astrondutica era un tema lo suficien-

temente ambicioso y fascinante como para justificar un esfuerzo



1.3 Viaje intergalactico 31

coordinado de toda la humanidad con la esperanza de apartar al

hombre de sus conflictos tradicionales [7].

Si los gases expulsados por el cohete tuviesen la velocidad de la
luz u = ¢ (cohete foténico), (1.22) implica que la velocidad del

cohete estaria dada por

v/e

u/c=1/10

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
r

Figura 1.2. Relacién v/c entre la velocidad del cohete y la velocidad de
la luz en comparacion con la razén r(t) = m(t)/my.
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2
1—(m/m
v=c (—/0)2; (1.23)
1+ (m /mo)
es decir, la velocidad v(7) depende de la razén r(t) = m(t)/myg
entre la masa residual m(r) del cohete y la masa inicial mg. En la
figura 1.2 se grafica la expresion (1.23) —u/c = 1—y se compara

con la ecuacién (1.22) para los valores u/c = 1/4y u/c = 1/10.

Ejemplo

Se quiere enviar una sonda no tripulada de 100 kg a un exoplaneta
situado a 5 afios luz de la Tierra. El combustible es materia-
antimateria. La velocidad del crucero se fijaen 8 = v/c = 0.9.

(Cudnto combustible se requiere?

Debe tenerse en cuenta el combustible necesario para llevar el
vehiculo a la velocidad de crucero y para detenerlo al acercarse al
exoplaneta. Por definicion,? la velocidad de crucero es la veloci-
dad que mantiene un vehiculo terrestre, embarcacion o aeronave

durante la mayor parte de un determinado recorrido.

Laexpresion (1.22) permite expresar la masa inicial mg en la forma

2 Diccionario de la lengua espafiola.
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clu
mozm(t)( 1+B) . (1.24)

Consideramos el caso del cohete foténico (#/c = 1) y asumimos

para el vehiculo la velocidad v = 0.9¢. Denominando

1. my = 100 kg = masa final de la sonda
2. mge = masa del combustible requerido para el frenado
3. mgy = Meom i + My = masa inicial

De (1.24) se deduce la masa inicial requerida para que la nave

llegue a la velocidad de crucero u = c,

1+
mo = (ms + Mie) A ,lg = (my + mre) X 4.3589.
o2
mO Hlla nlld n}s "8
Tierra ¢ =
T T ' v=09c¢ ! f ToB
a
fase de fase de ®
aceleracion desaceleracion

Figura 1.3. Etapas para ir de la Tierra a un exoplaneta.
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Al iniciar el descenso al exoplaneta (figura 1.3), la masa inicial de

la nave es my = mg + mg., por lo que se cumple la relacién

1+

mg = (mg + mee) = my = 4.3589 m.
Al resolver esta ecuacion, se obtiene mg,. = 335.89 kg. Usando la

expresion para m , encontramos
mg = (100 + 335.89) x 4.3589 = 1900 kg.

Bajo estas suposiciones, se necesitan 1800 kg de combustible para

llevar la sonda de 100 kg al exoplaneta.

En el afio 2015, la produccién de antimateria en todos los acelera-
dores de particulas alcanzé 10~ gramos, pero no existe un sistema
que permita manejar la materia-antimateria en firme para que se

produzca una emision continua de radiacion.

Viaje a los confines del Universo

La distancia de la Tierra a los limites del universo se estima en
13 000 millones de afios luz. Si fuese posible controlar y utilizar la

energia contenida en una galaxia, en un viaje con una aceleracion
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igual a la de la superficie de la Tierra seria posible alcanzar su

limite en el transcurso de una vida.

Cuando la nave adquiere velocidad cercana a c, los efectos de
dilatacion del tiempo y de la contraccién de longitud son signifi-
cativos. Un observador en la Tierra calcula que la nave va a una
velocidad muy superior a la de la luz, pues en un segundo se aleja
varios ordenes de magnitud, superior a 300000 km/s. Los tripu-
lantes, por efecto de la contraccién de Lorentz, calculan que la

velocidad es inferior a c.

Esto permite comprender como Superman llega a la Tierra siendo
un bebé, en un viaje de més de cinco afios luz. No se rompe la mds
importante ley de la fisica, el principio de causalidad, y no hay
inversion de la flecha del tiempo. El viaje intergaléctico se analiza
en el espacio de Rindler, el cual requiere unos preliminares de

relatividad especial.

1.4. Cuadrivectores

La no existencia de un tiempo absoluto, que sea comun a los
diferentes sistemas de referencia inerciales, conlleva a la necesidad
de definir vectores de cuatro dimensiones. Un cuadrivector es un

elemento de R*, dotando a R* con la métrica de Lorentz,
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X = (ct,x,y, z),
X2 = - (P +y?+ ), (1.25)

donde ¢ es la velocidad de la luz, ¢ el instante de tiempo en
que sucede un eveno (ct tiende dimensiones de longitud), las tres
coordenadas espaciales (x, y, z) especifican el lugar donde ocurre

el evento. Dados los cuadrivectores

Xi = (cti,x1,y1,21),
X2 = (ct2, %2, y2, 22), (1.26)

el producto escalar se define como

X1.Xp = C2l1l2 - (xle +yiy2+ Z]Zz) € R. (1.27)

La propiedad fundamental de un cuadrivector X es la invariancia
del producto escalar X - X en los diferentes sistemas de referen-
cia inerciales; esta propiedad se asocia con la invariancia de la

velocidad de la luz c.
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Ejemplo

En la figura 1.4, el sistema de referencia inercial con origen A
corresponde a un cohete que se desplaza con velocidad v relativa

al punto de lanzamiento O. Sean

R = (ct,x,0,0), R’ = (c7,0,0,0) (1.28)

T es el tiempo propio en 4

A

¢ X

0,

xX=vt

Figura 1.4. Dos sistemas de referencia inerciales en movimiento rela-
tivo: el sistema con origen A se mueve con velocidad v en movimiento
rectilineo uniforme con respecto al sistema con origen O. Los origenes
coinciden en el tiempo ¢ = 0.
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los cuadrivectores que describen la posicion espacio-temporal en

los sistemas O y A, respectivamente. Se tiene R? = R.R = ¢?t?—x?
y la propiedad de invariancia implica

22 2= 2

= c?72, X = vt, (1.29)
igualdad que conduce a la relacién
T
t= =y(v)T, (1.30)
1- (v/c)2

3.0FT

2.5F

20

0.5+

0.0f

00 02 04

0.6 0.8
v/c

Figura 1.5. Comportamiento de y(v) como funcién de la relacién v/c.



1.4 Cuadrivectores 39

donde y(v) es el factor de Lorentz definido por la expresion (1.15).
En (1.30), 7 es el tiempo propio medido por el reloj movil (sistema
de referencia A) y ¢ es el tiempo en el marco de referencia del reloj

estacionario (sistema de referencia O).

El comportamiento de y(v) como funcién de la relacién v/c se
muestra en la figura 1.5: y(v) aumenta a medida que se incrementa
v/c.Lafigura 1.5 y la ecuacién (1.30) ponen de manifiesto la dila-
tacion del tiempo que ocurre segin la perspectiva del observador
O en reposo (t > T), y en comparacion con el tiempo 7 que mide
el observador A que se mueve inercialmente con velocidad v. Este
resultado de la relatividad especial expresa que el observador O
encuentra que su reloj (el que estd en reposo en el sistema de re-
ferencia O) marca un tiempo ¢ mayor que la marcacion 7 del reloj

que se mueve con velocidad v.

Cuadrivector velocidad

Considérese el cuadrivector R = (ct,x, y,z), con coordenadas
espaciales x, y y z que en general son funciones del tiempo 7. La
relacion (1.30) nos permite expresar R como funcion del tiempo

7 y definir el cuadrivector velocidad en el sistema inercial mévil
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dR dR dt dR
U@V
dx dy dz
= e il 1.31
Y(V)(c, dt’dt’dt) y(v)(c,u), (1.31)

expresion que relaciona el cuadrivector velocidad en el sistema con
origen A con el cuadrivector velocidad en el sistema con origen

0. En la expresion anterior, el vector velocidad se expresa como
la tripleta u = (dx/dt, dy/dt, dz/dt).

Cuadrivector aceleracion

Denominese:

a = cuadrivector aceleracion con respecto al punto de lanzamien-
to, O,

a = cuadrivector aceleracién propio de la nave espacial, origen A.
A continuacion, se demostrard que las longitudes de estos cuadri-

vectores se relacionan en la forma
a=y(v)a. (1.32)

Si a = |a| es acotada, @ = || crece a medida que la velocidad de

la nave aumenta; por no estar limitado y(v), tampoco lo estd a.

Demostracion de (1.32). A partir de (1.15) se obtiene
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M Ly utwyat)

a(t) =

y(u) =
du(t)
dt ’

a=la()], (1.33)

donde u designa la magnitud del vector velocidad u.
A partir de (1.31), el cuadrivector aceleracion se define asi:

dU dU dt dU

“a s a e "

=y (u) E(?’(”)(C’ “))

_)’(M)( =¥ () u(t)a(t)(c, u) +y(u)(0 a(t))).
(1.34)

Se obtiene entonces

1 1
A=y ( =y uta® - 476 u'a® - y*a? 2y4(r.u)2da),
c
(1.35)

que para el caso de movimiento paralelo, u || a, se satisface r.u =

au. Con un poco de dlgebra, se obtiene

A.A = —%. (1.36)
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Medido A? en el sistema del cohete, considerado como un sistema
instantaneo en reposo, u = 0, y(u) = 0, la aceleracion instantanea
es a, A = (0,a), de donde —a? = —y6a2; es decir, se obtiene la

expresion (1.32).

Velocidad del cohete

Considérese el movimiento unidimensional. Llamando «a(7) la
aceleracion propia en el sistema de referencia del cohete en reposo
instantdneo y a la aceleracion derivada desde la plataforma de

lanzamiento, se tiene (1) = ya.

El incremento de velocidad del cohete esta dado por

do(t) = a(r)dr,
o(r)= / a(t)dt', dt =ydr =vydr, (1.37)
0

con 7 = t'. Por lo tanto,

U(T)z/y3ay_1dt:/y2adt. (1.38)
Como
dv d dp
= =2 (Bc) =L 1.
ar = @ \P) = g (159)
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se obtiene

o(t) = c/ T—z C_Zﬁﬂz

= carc.tanh(fB) = ¢ arc.tanh(z), (1.40)
c

que se invierte para dar

Y _ tanh (5) (1.41)

Ejemplo

Si la nave se desplaza a una velocidad v = 0.9¢, se tiene una
velocidad o = carc.tanh(0,9) = 1.47¢, velocidad propia de la
nave. No se viola el principio de relatividad, a la velocidad 0.9¢,
la contraccién de Lorentz es m =0.4359 =~ 0.44.

Otra forma de verlo es considerar la dilatacién temporal a la ve-
locidad v = 0.9¢. Cuando en la Tierra transcurre un segundo, en
la nave solo pasan 0.44 segundos; en un segundo, tiempo propio,
recorreria el equivalente a 1.61¢, pero ese recorrido lo realiza en

2.27 segundos, tiempo en la Tierra.
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En la pelicula Vigje a las estrellas, cuando la nave Enterprise
aumenta su velocidad a varios warps superando la velocidad de
la luz, en realidad el efecto de contraccién de Lorentz acerca el
objetivo y puede alcanzarlo en un tiempo inferior a distancia/c. Un
problema no resuelto es la comunicacion con el comando central:
por una parte, la sefial puede tardar cientos o miles de afios en llegar
dependiendo de qué tan distante esté la galaxia; por otra parte, si
bien el viaje para la tripulacién puede durar unos pocos dias, en la
base transcurren cientos de afios dependiendo del warp escogido.
No hay forma de cumplir la misién en un periodo aceptable para

el comandante principal de la base.

Puede pensarse en una comunicacién que utilice la propiedad de
entrelazamiento (entanglement). La base y la nave van equipados
con particulas atémicas previamente entrelazadas, la nave (o la ba-
se) codifica una informacién alineada de un grupo de particulas, y
la informacioén es recibida en forma instantdnea. La respuesta de la
nave, empleando el mismo procedimiento, también llega de forma
instantdnea, pero quienes la reciben pueden ser los descendientes

de quienes la enviaron.

La suposicién de localidad no es valida en mecénica cudntica: dos
objetos cudnticos distantes, aunque estén extremadamente alejados
el uno del otro, a veces no se comportan de forma independiente; se

dice que estos dos objetos cudnticos dependientes estdn enredados,
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y este fendmeno se conoce como entrelazamiento cudntico (quan-
tum entanglement). En 1981, se confirmé experimentalmente que
la naturaleza ciertamente exhibe esta propiedad y, desde entonces,
se ha avanzado significativamente en estudios y desarrollos tec-
noldgicos, incluyendo la computacion cuéntica y la relacion entre

entrelazamiento e informacion cuantica.

1.5. Transformacion espacio-tiempo de la nave

acelerada

Introducimos el dngulo ¢, expresamos (1.40) y (1.41) en la forma

1%

6=, B=L=rtanh(s) (1.42)

c c
y el factor de Lorentz (1.15) como sigue:

1 1
V1-p2 \/1 — tanh?(¢)

y(v) =

1
= () - cosh(¢) (1.43)

De (1.30), se tiene la transformacién ¢ = y(v)t, por lo que:
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dt = ydt = cosh(¢)dr,
dx = vdt = ctanh(¢)dt
= c tanh(¢) cosh(¢)dt = ¢ sinh(¢)dr. (1.44)

Si la aceleracion « es constante, o (7) = a7, entonces

dt = cosh (ﬂ)dr. (1.45)
C

Integrando y teniendo en cuenta que si ¢ = 0, entonces 7 = 0,

resulta

t = < sinh (ﬂ) (1.46)

Por otro lado, para la coordenada x se tiene:
. arTt
dx = ¢ sinh (—)d‘l’,
c

2
x =< cosh (ﬂ) +k,  sit=0,x=0, (147
(04 C

lo que conduce a la relacion

2

2
x= C—cosh(ﬂ) _< (1.48)
o C
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Un método diferente para obtener las ecuaciones de transforma-
cién espacio-tiempo de un objeto con aceleracién constante se

describe en [8].

Ejemplo

Ante el cataclismo que destruiria el planeta Krypton, Jor-El, padre
biolégico de Superman, decide enviar su hijo al planeta habitable
mas cercano, la Tierra, situada a 6 afios luz. Para no someter al
bebé a un viaje mds largo ni a grandes aceleraciones y desacele-
raciones, programo la nave para que tanto la aceleracion como la
desaceleracion sea 4g. Se va a calcular la duracién del viaje y el

combustible necesario.

Durante la mitad del trayecto, la nave es acelerada @ = 4g —el
bebé tiene una estructura dsea que le permite soportar esta acelera-
cion—. Durante la segunda parte, la nave desacelera con magnitud

igual, para llegar a la Tierra con velocidad cercana a cero.

El tiempo propio (Superman) para recorrer la mitad del trayecto
es de 3 afios luz = 2.84 x 10'® metros. Con @ = 4 x 9.81 =

39.24m/seg2. De la ecuacion (1.48), se calcula

T= Earc.cosh(a/—f + 1) (1.49)
a c
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que conduce a

7=25.12x10° seg = 0.796 afios. (1.50)

La velocidad con respecto a Kripton se deduce de (1.42)

aT

v = ¢ff = ctanh (—) =0.997c. (1.51)
c

En Kripton ha transcurrido un tiempo que es dado por (1.46),

t= < sinh (ﬂ)

a c
=102.03 x 10° seg = 3.23 afios. (1.52)

El viaje total para Superman fue de 1.52 anos.

Se asume que la nave llega a la Tierra con una masa total de 40 ki-
los, con todo el combustible agotado. Al iniciar la desaceleracion,

la masa se calcula con la ecuacién (1.24),

1 clu
mosz( liﬁ) w=c,  B=0997, (1.53)

es decir, mp = 1.032 kilos. Se asume que el combustible es an-

timateria y que toda la materia se convierte en energia, asi como
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que la expulsién de la materia equivalente se hace a la velocidad
de la luz (u = ¢). La masa inicial al enviar la nave seria de 27

toneladas.

Ni en la pelicula ni en los comics se observa que Jor-El haya
dispuesto en la nave dispositivos para cargar este inestable com-

bustible, ni para controlar su conversion en energia.

Una nave acelerada a g puede pasar por la nebulosa de Andrémeda,
situada a 2.5 millones de afios luz, en un tiempo propio de 15
aflos, mientras que en la Tierra habrian transcurrido 2.6 millones

de afnos.

A modo de comparacion, la energia contenida en 27 toneladas
de materia y antimateria equivale a 2.5 x 10?2 joules. La energia
total consumida en un afio en la Tierra es 19 000T 4 = 6.8 x 10!°

joules.

1.6. Satélites, GPS, relatividad

La red satelital GPS (Global Positioning System) es un sistema de

navegacion global por satélite (figura 1.6).3> Comprende 24 saté-

3 La figura 1.6 se gener6 con el simulador GPS: http://demonstrations.wolfram.
com/GPSSimulator/, Wolfram Demonstrations Project, marzo 7 de 2011.
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lites en seis planos orbitales centrados en la Tierra, cada uno con
4 satélites, con Orbitas a una altitud de 2 = 20000 km y viajando
a velocidades de 14 000 km/h (3 889 m/s). Los relojes atdmicos
de cada satélite garantizan que el sistema de tiempo estd estre-
chamente sincronizado a través de los estdndares de frecuencia de

cesio y rubidio.

La cobertura comprende toda la superficie terrestre y para deter-
minar la posicién de un punto se utiliza la sefial de cuatro satélites.
Las principales fuentes de error en la determinacion de las coor-
denadas son los cambios en la ionosfera y en la troposfera, la
distancia multibandas y errores en el reloj satelital. Una fuente
de error més significativo es consecuencia de la modificacion de
tiempo debido a la correccidn relativista de velocidad y la dife-
rencia gravitacional entre la superficie de la Tierra y la altitud del

satélite.

Existen en pleno funcionamiento varios sistemas globales de na-
vegacion:# el sistema americano NAVSTAR, el ruso GLONASS,
el europeo GALILEO, el japonés QZSS y el chino Beidou-3. Este

4 Acrénimos: NAVSTAR, NAVigation System Time and Ranging; GLONASS,
Global Navigation Satellite System; QZSS, Quasi-Zenith Satellite System. No-
menclatura: 6rbita terrestre media, MEO; 6rbita geosincroénica inclinada, 1G-
SO; orbita geoestacionaria, GEO. Para informacion sobre el sistema Beidou-3
ver: https://doi.org/10.1016/j.cja.2021.05.002. Satélites alrededor de la Tierra:
http://stuffin.space.
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ultimo se complet6 en 2020 con el despliegue de una constelacion
de treinta satélites (24 MEO, 3 IGSO, 3 GEO).

El Sistema de Posicionamiento Global (GPS) utiliza relojes atomi-
cos precisos en los satélites y en tierra para determinar la posicién

y la hora en todo el mundo. Para que el sistema funcione en for-

20000

km e, _
20000 T~

Figura 1.6. Visualizacién de un sistema GPS, el nimero de satélites visto
desde un punto de la Tierra cambia con el tiempo. Fuente: simulador
GPS, http://demonstrations.wolfram.com/GPSSimulator/.
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ma adecuada se deben tener en cuenta los efectos relativistas: por
una parte (relatividad especial), la velocidad del satélite hace que
el tiempo medido en el satélite transcurra mas lentamente que el
medido en la superficie terrestre, unos pocos microsegundos en
un dia. Por el otro (relatividad general), la masa terrestre y la di-
ferencia de altitud del satélite con respecto al centro de la Tierra
hacen que el tiempo en el satélite fluya mas rapidamente, unos
pocos microsegundos en un dia. Una ayuda para recordar en que

sentido se modifica el tiempo es recurrir a la frase de Hawking:

En un vuelo de avién envejezco un poco mds lento pero esos
microsegundos no justifican tomar el horrible café que sirven en
la Universidad. Prefiero que me sitien este en un piso alto, si bien
eso me hace envejecer un poco mds rapido, nanosegundos, la vista

justifica ese tiempo.

En los viajes interplanetarios no es necesario tomar en consi-
deracién las correcciones relativistas para ajustar la 6rbita. Las
modificaciones tienen un orden de magnitud inferior a los errores
con respecto a la diferencia de posicion y velocidad, los cuales se
van ajustando automdticamente o desde el centro espacial en la
Tierra. No ocurre lo mismo con el sistema GPS, pues es necesario
tener en cuenta la correccion relativista para ajustar los relojes

atomicos de los satélites de la red.
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Orbita circular de un satélite

En la aproximacién de érbita circular, la velocidad promedio de

un satélite GPS estd dada por

V=i, r=Rr+h (1.54)
r

donde Ry = 6378 km es el radio de la Tierra, 4 es la altitud del
satélite respecto a la superficie de la Tierra y, con la convencién
usual, ur = Gmy = 398600km?/s? designa el producto de la
constante de gravitacion universal G por la masa de la Tierra, mr.

Con estos valores y & = 20000 km, se obtiene

Ry + h =26578 km, V = 3.87km/s. (1.55)

Correccion debida a la relatividad especial

Considérese el dispositivo GPS y el satélite S que describe la
6rbita circular con velocidad V. La férmula (1.30) de dilatacién

del tiempo de la relatividad especial expresa

T -
Tops = ————,  Ts=+/1-(V/c)’ Tops. (1.56)

1-(V/e)?
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Por ser x = V/c << 1, es adecuada aproximaciéon V1 — x2 =~
1 — x?/2, 1a que permite estimar la correccién dada por el factor

de Lorenz (1.15) como sigue:

~\2
Ts ~ [1 - l(K) ]TGPS. (1.57)
2\ ¢

Este resultado conduce a la expresion
Ts — Tps = A1Tcps (1.58)

con la cantidad auxiliar

1(7\2
A = ——(K) ) (1.59)
2\ ¢

Para el valor V = 3.87 km/s, se obtiene:
A; = -8.3205 x 1071,

Un reloj a bordo del satélite (o de una nave espacial), que viaja a
la velocidad V, avanza en forma lenta en comparacién con un reloj

estacionario (GPS) ubicado en la superficie terrestre, A < 0.

Como un dia equivale a 86 400 segundos, la diferencia temporal
diaria es de 8.3205 x 107! x 86400 = 7.2 x 107 segundos. La

sefial se transmite a la velocidad de la luz, por lo cual el error
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diario afectaria la correccion en la posicion, que seria del orden
de 2.15 km.

Correccion debida a la relatividad general

En la relatividad general, el espacio-tiempo no es plano dado que
se curva debido a la presencia de masa y energia, lo que induce
efectos adicionales en las mediciones del tiempo en un campo
gravitatorio. En otras palabras, asi como la relatividad especial
genera una diferencia de tiempo 7s — Tgps = A;Tgps, se espera
que larelatividad general genere también una diferencia de tiempo

y de distancia entre el satélite y el GPS.

Gracias a la métrica de Scharzchild, en relatividad general existe
una férmula que es andloga a la expresion (1.56), excepto que se
origina en la deformacion del espacio-tiempo debido a la presencia

de un objeto masivo, como es la Tierra:

FZRT+h,

’ +1/2 2\ 12
Tops = (1 _ R“CTZ) (1 _ %) Ts. (1.60)
T
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Esta férmula relaciona el tiempo propio de dos particulas a dis-
tintas alturas, como es el caso de un satélite que Orbita la Tierra
y un GPS ubicado en la superficie terrestre. El radio del planeta
es Ry = 6371.0 km y el producto de su masa por la constante
gravitacional G toma el valor ur = Gmy = 3.98443 x 10 km?/s2.
Para la velocidad de la luz, se tiene el valor de ¢ = 299 792 km/s.

Por comodidad introducimos las cantidades auxiliares

‘= 2ur y= 2ur _ B
(Rrc?)’ (re?)

(1.61)

donde r = Ry + h, donde h es la altitud del satélite. Expresamos

la ecuacién (1.60) como sigue:

V1 —x
-y

Igps = Ts.

Por analogia con la expresion (1.58), la diferencia de tiempo entre

el satélite y el GPS se expresa asi:

V1 —x
Vi

Ts — Tgps = (1 - )Ts = A Tops, (1.62)

con la cantidad auxiliar
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A (1 V1 - x) V1-y
2=11-
VI—-y/Vl—-x
1 1
= [ - ]\/1 —y. (1.63)
V1 —x \/1 -y
Teniendo en cuenta que x = u7/(Rc?) << 1, se tiene
2
x = —HL = 1.391709248 x 1077,
RT6‘2
1
Vi-x=1- 5% = 0.9999999993, (1.64)

indicando que V1 — x es practicamente equivalente a 1.

- . -1/2
Hacemos uso de las siguientes aproximaciones: (1 — x) N

T+x/2, (1-y) " 2 1+y/2, (1-y)" ~1-y/2.Enla
ecuacion (1.63), el factor (1 — y)l/ ? cambia muy lentamente con
1/2

~ 1. En

consecuencia, la ecuacién (1.63) para A; se puede aproximar por

la altitud, por lo que es vélida la aproximacién (1 — y)

la expresion:

Ay = 1
V1 —x \/l—y
pr (1 1
e . 1.
c? (RT RT+h) ( 65)

Un reloj a bordo del satélite, ubicado a una altura % sobre la su-

perficie terrestre, avanza mds rapido en comparacién con un reloj
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estacionario (GPS) situado en la superficie terrestre, Ay > 0. El
efecto acumulativo en la medida de la posicion es aproximada-

mente de 13.7 km por dia.

En un ejercicio tedrico, queremos determinar una 6rbita circular

en la cual los dos efectos se compensan:

=\ 2
A = 1(K) — Ay = ’E(i - l). (1.66)

c2\Rr r
Teniendo en cuenta (1.54), los dos efectos son iguales si

3
r= ERT’ h=r— Ry =3189km, (1.67)

es decir, el satélite debe estar a una altitud de 3 189 km sobre la

superficie terrestre.

1.7. Meétrica de Schwarzchild

La estructura anterior se basa en la métrica de Schwarzchild, de la
ecuacion de la relatividad general de Einstein para el caso de un
campo gravitacional de un cuerpo masivo esfericamente simétrico,
sinrotacion. Enrigor, no puede aplicarse a la deformacion espacio-

temporal de la Tierra, puesto que la Tierra rota y las ecuaciones
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de Schwarzchild consideran el objeto esférico sin rotacién. El

elemento diferencial de la métrica estd dado por

-1
dr? = (1 - Z—m)dtz - [(1 - 2—’”) dr?
r

7

1
+r2do? + r? sin2(9)d¢2] =, (1.68)
C

donde 6 y ¢ tienen el significado que se les da en coordenadas
esféricas, y
ur  GM 2GM

mzz 5 RH:2m: 62 .

(1.69)

c

donde G es la constante gravitacional universal, ¢ la velocidad
de la luz, M la masa del cuerpo, Ry se denomina horizonte de

sucesos o simplemente horizonte.

La expresion (1.68) describe una solucién estatica, en el vacio, con
simétrica esférica. Si m = 0, se esta en el terreno de la relatividad

especial,

dr* = dr®

2 2 2 2
—[(%) +r2(%) +rzsin2(0)(cjl—(f) ]Ci—tz (1.70)
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La expresion entre corchetes [ .. ] es la velocidad al cuadrado, v?
—expresada en coordenadas esféricas, ortogonales —, por lo que
(1.70) se reescribe en la forma

2 2
de® = di* - Z—zdtz = (1 - z—z)dﬁ. (1.71)

Este resultado permite recuperar la dilatacion del tiempo de la

ecuacion de Lorentz,

1
At = ——Ar. (1.72)

1- (v/c)2

Siv = 0, un objeto estdtico en un campo gravitacional con simetria

esférica (una oficina en un piso elevado de un laboratorio), se tiene

1
At = ————Ar. (1.73)

V1 -2m/r

Combinando ambos efectos, teniendo en cuenta que para la Tierra

— << 1,

m-_ Hi
rorc?

llamamos 7 el tiempo en la Tierra y ¢y el tiempo en la nave. Por
razon de la simetria esférica, puede considerarse la 6rbita circular

ecuatorial
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0
drO d_O

T
- = — = =— 1.74
- =0 -0 4=7 (1.74)

de tal manera que ecuacién (1.68) de la métrica se simplifica asi:

2 2
de? = (1 - —m)dﬂ - Zag?
r

C
2 2
- (1 - —m)dt2 - V—zdﬂ. (1.75)
r C

Aunque r no es igual a la distancia del centro de la Tierra a la
orbita del satélite, debido a la curvatura del espacio, en el caso de

la Tierra puede asumirse r = Rr + h.

Se quiere que el tiempo propio de la Tierra sea igual al tiempo

propio del satélite,

2 2 2
(1 - m)drfv - Zar = (1 - —m)dr%. (1.76)
C r

T
Usando (1.69) para m y V2= ur/r, se obtiene r = 3Ry /2, como

se estableci6 en (1.67).

Comparacion de los efectos relativistas

Segun la relatividad especial, dos relojes que se mueven a veloci-

dades diferentes marcan tiempos distintos; esto es lo que ocurre
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al comparar el tiempo de un satélite en 6rbita con el tiempo me-
dido sobre la superficie terrestre, ya que el satélite se mueve a
mayor velocidad que un punto sobre la superficie terrestre. Simi-
larmente, como el campo gravitacional es mayor en la superficie
terrestre que a la altitud &, en la que se encuentra el satélite, el
espacio-tiempo se curva en distinto grado. En la figura 1.7 se com-
paran los dos efectos y se muestra el efecto acumulado de las dos

contribuciones. En otras palabras [9]:

Como los satélites se mueven rdpidamente con respecto a los
receptores de la Tierra, sus relojes van mds lentos segun la
teoria especial de la relatividad. Pero como los satélites or-
bitan parcialmente fuera del campo gravitatorio de la Tierra,
van mds répido segun la teoria general de la relatividad. El
efecto neto es ajustar los relojes de abordo para que funcio-
nen unas 4.5 x 10710 veces mds rapido que si estuvieran en la
superficie de la Tierra. Si los satélites estuvieran en orbitas

muy elipticas, estos cdlculos habrian sido més dificiles.

Como los ingenieros del sistema NAVSTAR conocian de antemano
el impacto del efecto relativista del dilatacién del tiempo, instruye-
ron a los fabricantes de los relojes atdmicos para que desplazaran a
proposito los ritmos de tictac para compensar los efectos relativis-
tas que sabian que se producirian cuando los satélites estuviesen

en Orbita. Sabian también que si las orbitas fuesen perfectamente
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circulares, la compensacion de los ritmos de tictac compensaria
practicamente toda la dilatacién temporal relativista. Desafortu-
nadamente, las Orbitas de los satélites siempre serdn ligeramente

excéntricas.

60 T T T T T

501 / Resultado neto de los dos efectos

Correcciones relativistas (microsegundos/dia)

_50 L

0 10 000 20000 30000 40000 50000
Altitud (km)

Figura 1.7. Comparacion entre los efectos debidos a la relatividad espe-
cial y general en la dilatacién temporal en el caso de un satélite en 6rbita
terrestre y un GPS en la superficie de la Tierra [10]. Ver las ecuaciones
(1.54), (1.58)-(1.59) y (1.62)-(1.65). Un dia equivale a 8.64 x 10'° mi-
crosegundos.
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1.8. Ciencia Ficcion - Interestelar

La pelicula de ciencia ficcién mds significativa en lo que va del
siglo XXI es, sin lugar a duda, Interstellar (Interestelar en Hispano-
américa), dirigida por Christopher Nolan. En el afio 2015, recibi6
el Oscar por los mejores efectos visuales.> El director cientifico
de la pelicula fue Kip Thorne, quien en el 2 017 recibi6 el premio
Nobel de fisica por sus trabajos en ondas gravitacionales y por
la colaboracién en el disefio y puesta en marcha del Observatorio
de deteccion de ondas gravitacionales por interferometria laser
(LIGO, Laser Interferometer Gravitational-waves Observatory),
el cual permiti6 detectar por primera vez una radiacion de ondas
gravitacionales en 2015. Esta noticia se dio a conocer al publico
el 11 de febrero de 2016, cien afios después de que Albert Einstein
predijera la existencia de ondas gravitacionales en 1916.6 Datos
de ondas gravitacionales generadas por eventos que se produjeron
hace casi mil millones de afios, lejos de la Tierra, se registran en
[12]: el primero (GW200105) es el resultado de la colisiéon de

un agujero negro con una estrella de neutrones, mientras que el

5 Interstellar es la primera pelicula de Hollywood que intenta representar un
agujero negro tal y como lo veria alguien cercano. El equipo de trabajo de-
sarrollé un cédigo para resolver las ecuaciones de la propagacion del haz de
luz a través del espacio-tiempo curvo de un agujero negro giratorio y generar
imdgenes de calidad IMAX que cambian rapidamente [11].

6 https://www.ligo.org/news/detection-press-release.pdf.
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segundo (GW200115 ) proviene de la fusién de un agujero negro

con una estrella de neutrones.

La pelicula se inicia en una zona del medio oeste de los Estados
Unidos: el profundo centro, la zona del trigo y del maiz. Las
cosechas se echaron a perder por la combinacidn de la sequia y el
polvo, la cual no solo afecta a las plantas: también los habitantes
tienen dificultad para respirar, los pulmones se van saturando de
polvo, el cielo es gris, el paisaje es desolador, y el futuro es peor.
Paraddjicamente, cuando se produce un incendio en los campos,
las llamas parecen aliviar un poco el angustiante panorama. Este
armagedon, fin de los tiempos por catdstrofes, es causado por el
cambio climédtico, que hace inviable la vida en la Tierra. Una
solucion es colonizar otro planeta, pero en el sistema solar no hay
ninguno que permita asentamientos humanos masivos, aunque
a cientos de afios luz pueden existir planetas que permitan ser
colonizados. Llegar a ellos es imposible no solo por la cantidad de
energia requerida, sino porque el tiempo para alcanzarlos supera
miles de generaciones. Una solucidn, entre la ciencia ficcién y la
fantasia, es realizar el viaje a través de un agujero de gusano y llegar

a planetas que puedan albergar los sobrevivientes del cataclismo.

La poesia describe mejor el escenario de la catdstrofe ecoldgica:
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Dicen que la ceniza’

Dicen que la ceniza es la nueva nieve

de las zonas mds cdlidas. La bahia

y la montafia se cubren de humo.

Los nifios juegan en las calles grises,
aprenden a respirar de a poco, no quieren

que se vuelvan sélidos sus pulmones.

El fuego a lo lejos ilumina las calles.
Al ver este mundo puedo decir:
la mejor luz es la del incendio.

Siempre célida. Siempre intermitente.

La modificacién temporal creada por un campo gravitacional le

inspiré a Nolan la idea de hacer envejecer los habitantes de la

Tierra mientras una nave estaba en orbita del enorme agujero

negro Gargantia. La nave se posa unas pocas horas en el planeta

Miller, candidato a albergar a la humanidad, cuando la Tierra fuese

inhabitable. Por cada hora en el planeta Miller, en la Tierra pasan

siete afios. De esta forma, el recurso mas escaso de la nave no es el

combustible —Ilo cual, para los productores de ciencia ficcion, no

7 Fragmento de Violeta Gonzdlez Santos, La Tierra que nos falta, Taller de Edi-
cién Rocca, 2021. Fuente: https://palomavioleta.com/La-Tierra-que-nos-Falta.
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es la preocupacion de mayor grado —, sino que es el tiempo lo que
debe economizarse. Cuando el comandante Cooper se encuentra

con su hija Murph, ella tiene 101 afios y el padre tiene cincuenta.

Una deformacién tan fuerte en el tiempo le plantea a Kip retos
tedricos muy dificiles. Nolan advierte, no es negociable, que una

hora es equivalente a siete afios. Si la masa del agujero negro

Figura 1.8. El 10 de abril de 2019, el proyecto internacional de coope-
racion Event Horizon Telescope (ETH) present6 la primera imagen de
un agujero negro supermasivo, que se encuentra en la galaxia M87. La
imagen se construyd combinando las sefiales de ocho telescopios de todo
el mundo. Fuente: https://eventhorizontelescope.org/.
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(figura 1.8) es unas pocas veces la masa solar, el radio del horizonte
Ry es de pocos kilémetros y el planeta Miller se destruye por las
enormes fuerzas de marea (tidal forces) creadas por la diferencia

gravitacional entre la cara més cercana y la mas alejada del planeta.

Para disminuir la velocidad de la nave al acercarse al planeta,
Kip recurre al efecto cauchera utilizando el paso por una estrella
de neutrones. En el libro The Science of Interstellar, Kip Thorne
describe las caracteristicas de Gargantia y el planeta Miller. Para
lograr una 6rbita, en el cual la fuerza de marea no destruya el
planeta, toma como masa de Gargantda la correspondiente a 100
millones de soles. En su libro presenta los resultados, pero no
detalla los célculos. En el siguiente acépite se explica la forma

como pueden deducirse.

La idea de establecer una colonia humana en un exoplaneta o
en otra galaxia para evitar la desaparicion de la especie es una
posibilidad muy remota. Ademds no deben abundar los agujeros
de gusano que permitan el viaje, por lo cual tiene mds sentido que
la humanidad modifique dristicamente su modelo de produccién

para evitar una, cada vez mds cercana, catistrofe ambiental.
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1.9. Solucion de Schwarzchild

Un afio después de la publicacion de Einstein sobre relatividad
general (1915), Karl Schwarzschild (1873 - 1916) aplicé las ecua-
ciones para el estudio de ciertos objetos extrafios, a los que John
A. Wheeler bautiz6 en 1967 como agujeros negros (black holes)3.
Se parte de la solucion de Schwarzchild (1.68)-(1.69),

dr? = (1 _ 2GM)dt2 ) [(1 ) 2GM)‘1(dr)2

re? re? dt
do\* de\*| dr?
2[av 2.2 ag\-|at”
+r (dt) +r”sin (9)(dt) ] o (1.77)

donde G es la constante de gravitacion universal y M se interpreta
como la masa aparente del objeto, estrella o planeta que crea el

campo.
El radio del horizonte estd dado por

2GM
H = 2 2

(1.78)

C

donde M es la Unica variable que el director cientifico de Interes-

telar puede controlar. Tomando

8 Schnittman J. (2019), A brief history of Black holes. https://astronomy.com/
magazine/2019/08/a-brief-history-of-black-holes.
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M =100 x 10° x Mgy = 108 x 1.989 x 10 kg

se obtiene Ry = 295 millones de kilémetros. Este resultado es
sencillamente igual al didmetro medio de la drbita Tierra-Sol.
Con un agujero negro de masa cincuenta millones de veces la

masa del Sol, Ry =~ radio medio de la orbita Tierra-Sol.
Se define $ como el factor de expansion del tiempo

tiempo que transcurre en la Tierra

~ tiempo que transcurre en el planeta Miller

3 7 %X 365.25 x 24 horas
a 1 hora

=61362. (1.79)

Figura 1.9. El radio Schwarzschild (Ry) define el horizonte de
sucesos de un agujero negro. Fuente: http://cienciaoficcion.com/
la-fisica-de-interstellar-ii-el-planeta-de-miller/.
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Considérese el planeta Miller que orbita el agujero negro Gargan-
tda de la pelicula Interestelar; su periodo orbital es de 1.7 horas
y constituye el primer planeta que visita la tripulacién de la nave
Endurance después de su viaje a través del agujero de gusano.® La
orbita del planeta es estable debido a la gran velocidad de rotacién
de Gargantua (garantizado por Kip Thorne), lo que permite que
exista una Orbita estable justo fuera del horizonte de sucesos del

agujero negro.

Llamando ¢ el tiempo en la Tierra y 7 el tiempo en el planeta Miller,
la métrica generada por el agujero negro, que por simplificacién
se asume que no rota, es dada por (1.77). En esta aproximacion,
el planeta describe una orbita circular equatorial con relacién a la

esfera de radio Ry,

dr _dof _
dr  dr

26M V272
dt:(l— 2——2) dr,

rc C

anotando que la distancia r es solo una coordenada diferente de la

distancia fisica del radio Ry asociado con el horizonte de sucesos

9 Un agujero de gusano es una estructura hipotética del espacio-tiempo que se
concibe como un tiinel que conecta puntos separados en el espacio y el tiempo,
lo que permitiria crear atajos para realizar largos viajes a través del universo.
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del agujero negro. A partir de las relaciones

GM
y=—
,
172GMVA_ 3GM
re2 2 re2
se obtiene
3GM 1
re2  p2

Por lo tanto, el radio r = Rj; de la 6rbita del planeta Miller (figura

1.10) esta dado por

2 2
CM B~ 3 A > §RH, (1.80)

T po T2 e T2

donde la desigualdad surge de la aproximacién 8> — 1 ~ 5%. El
resultado (1.80) es compatible con la restriccion que se deduce de

la métrica. Solo hay érbitas circulares estables si r > (3/2)Ry.

La velocidad orbital del planeta es

V= \J(3/2)RH
2 1
§ 2GM \/7 < c. (1.81)

W |
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Haciendo dt = 0, dV = 0, se obtiene:

dr* = dR>.

rc?

-1
c2dr? = (1 - ZGM)

La distancia espacial entre las coordenadas r; y r; estd dada por:

, -1/2
2 2GM
R =/ (1 - 3 ) dr.
" rc

Recordando que GM /c? = m, expresamos la ecuacién anterior en

la forma:

agujero negro Gargantta orbita del
planeta

R,=radio de la
-«  oOrbita del
planeta Miller

~€— R =radio del
horizonte
de sucesos

singularidad /RH
H ° H H
% del agujero negro :

singularidad

Figura 1.10. Descripcién de un agujero negro en una geometria espacio-
tiempo: toda la materia del agujero negro estd situada en el centro de la
curvatura del espacio-tiempo. Fuente: http://adamapollo.info/projects_
and_physics/theory/.
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r o\ 12 r 1/2
R:/ (1——’") dr:/ ( : ) dr.
" r rn \r—2m

Para resolver la integral, se hace un cambio en la variable de

integracion
r 2mu
u = r =
r—2m’ u—1°
2m
dr = _—2d”' (1.82)
(u—1)
N
2t
1t
=
=
)
=
o
<
_1,
21
_3t
-1.0 -0.5 00 05 10

u

Figura 1.11. Comportamiento de la tangente hiperbdlica inversa,
ArcTanh(u).
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Se tiene entonces la expresion

) ’ 1/2
R(rl,rz):/ (r—Zm) dr
ry

uz

u 1/2
= —Zm/ 4 sdu = Zm[ \/ﬁl + ArcTanh(\/ﬁ)]
up

(M —-1) u- u=uj
que, en forma explicita, adopta la forma
u u
R(rl,rz):Zm \/_2 - \/_1
u—1 wu; -1
+ArcTanh(vuz) — ArcTanh(\/u_l)]. (1.83)

En la expresion (1.83), ArcTanh(u) designa el valor principal de
la tangente hiperbdlica inversa (figura 1.11), que se define por la

expresion:

ArcTanh(u) = %[ln(l +u) —In(1—u)]

:%m(””). (1.84)

1-u

Esta funcion se denota en la literatura de varias formas, por ejem-

plo: arctanh(u) o tanh™!(x), donde el supraindice —1 designa la
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funcién inversa, no el inverso multiplicativo.!© La derivada cumple

la relacion

dArcTanh (u) 1 (1.85)
du 1 —u? ’

La primera expresion (1.82) establece la relacion de u; y up con
r1y r2, respectivamente. Asimismo, la funcién ArcTanh(u) puede
reescribirse en términos del logaritmo (1.84). De esta manera, la

ecuacion (1.83) adopta la siguiente forma:

R=1.525R,

N o beee
T
~
—_—
W
~

H

Figura 1.12. El caso del planeta Miller en 6rbita alrededor de Gargantua.

10 https://mathworld.wolfram.com/InverseHyperbolicTangent.html.
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R(ri,r) = [\/rz(rz - Zm) - \/rl(rl - 2m)

= ==

N = 2im -\ N = 2m -y
(1.86)

+m log (

En el caso del planeta Miller (figura 1.12), en 6rbita alrededor de
Gargantua, la distancia del planeta al horizonte del agujero negro

se obtiene evaluando (1.86) para los valores

2GM 3GM
rg=2m = > r=3m- > (1.87)
c c
lo que conduce a
R =3.05m = 1.525ry. (1.88)
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Tianwen-1y Hope Mar, lanzados en 2020, se
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