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José Fernando Isaza D.**

Natalia Isaza B.

Diógenes Campos R.***

Resumen

En este trabajo se conside-
ra un modelo de propagación
de la epidemia VIH-SIDA con
base en un sistema no lineal

*Actualización de un trabajo presentado en
el II Congreso de Matemáticas, Bogotá, 2006.
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de dos ecuaciones diferenciales
acopladas. Se demuestra la au-
sencia de ciclos ĺımites y se ana-
liza la estabilidad de sus pun-
tos de equilibrio.

1. Situación actual

El śındrome de inmunodeficiencia ad-

quirida (SIDA), es una enfermedad viral

consistente en la ausencia de respuesta

inmunitaria ante el virus de la immuno-

deficiencia humana (VIH). Nos referire-

mos ahora al informe sobre la epidemia

mundial de sida, 2008 [1]. Desde cuando

se identificó la epidemia hace 24 años,

han muerto en el mundo unos 26 millo-

nes de personas. Se estima de 34 a 46

millones el número de personas afecta-

das con VIH. Cada año se producen 2,7

millones de nuevas infecciones. Anual-

mente mueren entre 1,8 y 2,3 millones de
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personas. Si bien, esta cifra tiende a dis-

minuir, no hay estabilidad en la tenden-

cia. Se observa un aumento en páıses co-

mo China, Alemania, Federación de Ru-

sia, Ucrania, Mozambique, Papua Nue-

va Guinea, Reino Unido y Vietnam. Los

últimos datos en África muestran que

medidas de tipo profiláctico han redu-

cido la propagación. Sin embargo, aún

en este continente se alberga el 67 % de

todas las personas que viven con el VIH.

El 90 % de las infecciones ocurren en

páıses en v́ıas de desarrollo, particular-

mente en África. No es sólo un problema

de salud, también es un problema que

está afectando las posibilidades de desa-

rrollo [3]. En los páıses del sur y este

de África la población infectada supera

el 5 %, en otros páıses como Botswana

llega al 40 %. En Sudáfrica el 30,2 % de

las mujeres embarazadas tienen VIH. En
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Colombia, a 31 de diciembre de 2007,

exist́ıan entre 110 y 230 mil personas con

VIH.

Los datos sobre la epidemioloǵıa del

VIH-SIDA muestran que [2]:

1. El sida continúa siendo la mayor

prioridad global en salud.

2. Existen importantes avances en pre-

venir nuevas infecciones del VIH y

disminuir el número anual de muer-

tes relacionadas con el sida.

3. El número de personas que viven

con VIH continúa aumentando.

4. Enfermedades relacionadas con el

sida constituyen aún unas de las

causas globales principales de muer-

te.

De la población mundial, que en el

año 2008 se estimaba en 6.706’993.152
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habitantes, se produjeron en ese año 2,7

millones de nuevas infecciones, murieron

dos millones por enfermedades asociadas

con el sida, pero el número de nuevas

infecciones de VIH fue aproximadamen-

te un 30 % inferior a las causadas por

la epidemia 12 años antes. En 1996 tu-

vo lugar el pico de la diseminación de la

epidemia, cuando ocurrieron 3,5 millo-

nes de nuevas infecciones [2].

En Asia la epidemia del sida ha sido

significativa, en India las madres infecta-

das con VIH al amamantar a sus hijos,

tienen unas tasas de transmisión tan al-

tas como el 48 %, para 2008 el número de

personas con VIH en el mundo era del or-

den de 33,4 millones. La epidemia tiene

variaciones geográficas entre y dentro de

los páıses y regiones, estabilizándose en

algunas de ellas, pero aún la tendencia

es a aumentar en Europa Oriental y en
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Asia. En África la región más afectada

está al sur del Sahara (71 % de todas las

nuevas infecciones en 2008) [2].

El impacto económico se estima en-

tre el 1,2 % del PIB en Mozambique y

el 3,2 % en Botswana [3]. Medidas muy

simples y económicas, como expandir el

uso del condón en un 30 % y mejorar

el acceso a agujas seguras en un 20 %,

tendrán un impacto del 30 % en el PIB,

en el peŕıodo 2000 – 2025 [3].

Lo paradójico y alarmante de esta

epidemia es que a pesar de su alto cos-

to económico, psicológico y en salud, es

“fácilmente” controlable, pues la proba-

bilidad de contagio no es tan elevada y

puede reducirse con medidas profilácti-

cas sencillas.

El propósito de este trabajo es pre-

sentar un modelo de propagación de la

epidemia VIH-SIDA con base en un sis-
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tema no lineal de dos ecuaciones diferen-

ciales acopladas. Se demuestra la ausen-

cia de ciclos ĺımites y se analiza la es-

tabilidad de los puntos de equilibrio del

sistema dinámico.

2. Probabilidad de contagio

Intuitivamente podŕıa considerarse que

en un contacto sexual entre una perso-

na sana y una infectada con VIH, exis-

ten dos posibilidades (ensayo de Bernou-

lli): que la persona previamente sana se

contagie con VIH, evento con probabili-

dad p, o que en ese encuentro no ocu-

rra el contagio, evento con probabilidad

q = 1 − p. Aśı, al cabo de n encuentros,

la probabilidad de que no se produzca

contagio es (1−p)n y la probabilidad de

tener al menos un contagio es 1−(1−p)n.

Si μ = pn es el número promedio de

eventos contagiosos, entonces en el ĺımi-

7



te de un número grande de contactos se-

xuales, la probabilidad de no contagio es

P = ĺım
n→∞

(
1 − μ

n

)n

= exp (−μ) , (1)

que corresponde a una distribución de

Poisson. Sin embargo los resultados emṕı-

ricos no avalan este modelo. La sensibi-

lidad de la probabilidad de contagio al

número de encuentros sexuales es baja,

ya que la respuesta inmunológica juega

un papel significativo.

Angela Downs et al. [4] señala que“el

porcentaje de parejas femeninas infecta-

das oscila en un rango que va desde el

10 % en aquellas con menos de 10 con-

tactos sin protección con un hombre in-

fectado, hasta el 23 %, después de 2000

contactos sin protección”.

La variabilidad de P , se pone de ma-

nifiesto con el siguiente resultado. Un es-

tudio realizado en Portugal calculó P =
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0,0063 por cada encuentro sexual entre

un individuo infectado y uno sano.

Angela Downs et al. señaló que “la

probabilidad de infección posterior a un

solo contacto sin protección con una pa-

reja elegida al azar se calculó en 0, 17,

cifra 300 veces mayor que la estimada

usando modelos de efectividad constan-

te”.

La probabilidad de contagio de una

madre embarazada al hijo es del 20 % al

25 %, sin embargo, si se toman medidas

profilácticas puede reducirse al 1 %. De

ah́ı la importancia de la campaña que in-

vita a las mujeres embarazadas en riesgo,

a realizarse el test tipo Elisa.
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3. Problemas con la detección del
virus en poblaciones de baja
prevalencia

Se introducen las siguientes definiciones

de la efectividad de un test:

umero de perso-

nas enfermas y resultado positivo

del test / Número de personas en-

fermas.

umero de perso-

nas no enfermas y test negativo /

Número de personas no enfermas.

umero de personas

enfermas / Número total de perso-

nas.

Se observa que una alta sensibilidad

produce bajos falsos negativos y que una

alta especificidad produce bajos falsos

positivos.

10
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El problema de los resultados de un

test aún de alta especificidad, aplicado

en una población de baja prevalencia, es

el alto número de falsos positivos. Esto

se traduce en que la probabilidad de que

una persona no sea portadora del virus

y el test sea positivo, es alta.

Ejemplos

Para estos ejemplos se ha empleado una

metodoloǵıa presentada por Dona Sch-

neider, que es más simple que la aplica-

ción del teorema de Bayes. Población de

alta prevalencia – Drogadictos en New

Jersey [5]:

Sensibilidad 95 %

Especificidad 96 %

Prevalencia 35 %

En una población de 10.000 personas

se tienen los siguientes resultados:

La probabilidad de que el test sea po-
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Cuadro 1:

Portadores Número Totales

VIH portadores de VIH

Prueba + 0,95 × 6500 0,04 × 3500 6315

= 617,5 = 140

Prueba − 0,05 × 6500 0,96 × 3500 3685

= 325 = 3360

Totales 6500 3500 10000

sitivo (+) y que el paciente no sea por-

tador del VIH, es 140/6315 = 2, 2 %,

un número relativamente manejable con

otros puntos de escaneo.

Como un test de igual sensibilidad y

especificidad, en una población con baja

prevalencia, digamos del 2 %, los resul-

tados son sensiblemente diferentes.

La probabilidad de que el test sea +

y no sea portador de VIH, es 392/582 =

67 %, un valor inaceptablemente grande.

Este resultado cuestiona la convenien-

cia de realizar masivamente pruebas ti-

po Elisa como condición para asumir un

12
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Cuadro 2:

Portadores Número Totales

VIH portadores de VIH

Prueba + 0,95 × 200 0,04 × 9800 582

= 190 = 392

Prueba − 0,05 × 200 0,96 × 9800 9418

= 10 = 9408

Totales 200 9800 10000

empleo o permanecer en él. Excepto, cla-

ro está, si el test se realiza en poblaciones

de alto riesgo.

4. Modelo de una epidemia
de sida

La Asamblea General de las Naciones

Unidas adoptó en el año 2001 una decla-

ración sobre la urgencia de considerar el

problema de la epidemia de VIH-SIDA

que involucraba 36, 1 millones de perso-

nas en el mundo hacia fines de 2000. El

modelamiento de la propagación de la

13
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epidemia puede contribuir a que se to-

men decisiones adecuadas para su con-

trol, en los ámbitos local, regional o na-

cional.

Considérese el sistema [6, 7]

dS

dt
= −αSI − γI2S + εI + δS

:= f (S, I)

dI

dt
= αSI − βI

:= g (S, I) (2)

que incluye las siguientes interacciones

entre las poblaciones de susceptibles S(t)

y de infectados I(t):

+αSI, tasa de incremento de los

infectados I(t) debido al contacto

con los susceptibles S(t).

−αSI, tasa de disminución de los

susceptibles S(t) debido al encuen-

tro con individuos infectados I(t).
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−βI, muerte de los infectados co-

mo consecuencia de la epidemia.

−γI2S, tasa de disminución de los

susceptibles debido a educación y

a medidas preventivas de la epide-

mia, cantidad que es proporcional

a la población de susceptibles y al

cuadrado de la población de los in-

fectados.

δS, tasa de nacimiento de la po-

blación susceptible.

εI, el incremento de los suscepti-

bles es proporcional a la población

de los individuos infectados.

El modelo incorpora términos que tienen

en cuenta el efecto de poĺıticas de pre-

vención y la transmisión de la enferme-

dad por contactos S–I y por otros me-

dios, como el compartir agujas en el uso

de drogas o en transfusiones de sangre.
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4.1. Ausencia de un ciclo ĺımite

En primer lugar, hágase uso entonces del

teorema de Bendixson–Dulac para de-

mostrar que el sistema dinámico (2) no

tiene ciclos ĺımite [7]. En efecto, sea

b(S, I) = IkSm una función de Dulac,

entonces se tiene

Π(S, I) :=
∂(bf)

∂S
+

∂(bg)

∂I

=
∂

∂S

[
IkSm

(−αSI − γI2S + εI + δS
)]

+
∂

∂I

[
IkSm (αSI − βI)

]
= −α(m + 1)Ik+1Sm − γ(m + 1)Ik+2Sm

+εmIk+1Sm−1 + δ(m + 1)IkSm

+α(k + 1)IkSm+1 − β(k + 1)IkSm

Eĺıjase ahora m = k = −1 para obtener

Π(S, I) = − ε

S2
< 0 (3)

En consecuencia, el sistema de ecuacio-

nes (2) no tiene soluciones periódicas.
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4.2. Puntos fijos

Los puntos fijos (Se, Ie) del sistema (2)

se determinan resolviendo el sistema de

ecuaciones,

dS

dt
= f (S, I) = 0

dI

dt
= g (S, I) = 0 (4)

El origen (Se, Ie)0 = (0, 0) es un punto

fijo, pero existe también un estado de

equilibrio endémico:

(Se, Ie)± =

(
β

α
,

α(ε − β) ±√α2(ε − β)2 + 4γδβ2

2γβ

)

pero sólo (Se, Ie)+ está en el cuadrante

positivo.

Para determinar la estabilidad de un

punto fijo se calcula la matriz del jaco-
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biano y se evalúa en (Se, Ie),

J e =[
−γI2

e − αIe + δ −αSe − 2γIeSe + ε

αIe αSe − β

]

La ecuación caracteŕıstica λ2 + α1 λ +

α0 = 0, con

α′ :=
1

2
(J11 + J22)

α1 := −2α′ = −tr( 
Je)

α0 := J11J22 − J12J21 = det( 
Je)

implica que J e tiene los valores propios

λ± =
J11 + J22

2

±
√(

J11 + J22

2

)2

− (J11J22 − J12J21)

18
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Figura 1: iagrama del espacio de fase
para describir la propagación de
una epidemia de sida, con los si-
guientes parámetros: α =

√
8,

β = γ = δ = ε = 1. La flecha
indica la posición de un estado
de equilibrio endémico.
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Figura 2: on de una epidemia
de sida, con los siguientes
parámetros: α = 0,8, β = γ =
δ = 1, ε = 0,1. La condición ini-
cial es: S(0) = 10, I(0) = 1

.
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La caracterización de los valores pro-

pios λ± permite determinar la estabili-

dad del punto fijo en consideración, sea

el origen o el punto (Se, Ie)+. Como el

teorema de Bendixson–Dulac supone la

conclusión de que el sistema dinámico

Ec. (2) no tiene órbitas periódicas, se

desprende que los valores propios λ± no

son puramente imaginarios (lo que ocu-

rriŕıa si α = 0 y α0 > 0). El modelo con-

duce a una variedad de comportamien-

tos según la elección de los parámetros;

en la figura 1 se ilustra un caso en el

que el punto fijo endémico es estable y

en la igura 2 la evolución temporal de

las poblaciones.

5. Modelo de propagación de VIH

Este modelo, un poco más complejo que

el de la sección anterior, presenta algu-

nos resultados cuantitativos que permi-

21
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ten evaluar las prioridades de poĺıticas

para disminuir y aún controlar la epide-

mia del sida que es llamada la “plaga del

siglo XXI”.

5.1. Formulación del modelo

Se parte de la hipótesis de que el virus

de inmunodeficiencia adquirida (VIH),

se transmite sólo por contacto sexual,

por intercambio de sangre con agujas hi-

podérmicas, o por transmisión al feto por

madre seropositiva.

A diferencia de otras epidemias, co-

mo la gripe aviar o el resfriado común,

la probabilidad de transmisión del VIH

es baja si se toman precauciones elemen-

tales como es el uso del condón cuando

no se tiene certeza de que la pareja es

seronegativa.

Si los encuentros sexuales o de inter-

cambio de agujas hipodérmicas se pro-
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ducen al azar, la probabilidad de conta-

gio es dada por

p
I

S + I

Es bueno mencionar que p corresponde

al valor promedio de la probabilidad de

contagio en la unidad de tiempo, en este

caso un año.

Algunos estudios emṕıricos [8] mues-

tran que la probabilidad de contagio tie-

ne baja correlación con el número de en-

cuentros, lo que se explica por las carac-

teŕısticas del sistema inmunológico, que

pueden ser más importantes en la dismi-

nución o aumento de la probabilidad de

contagio, que la simple exposición a un

virus.

Investigaciones citadas en [8] calcu-

lan entre 0, 1 y 0, 2 la probabilidad de

contagio, si no se toman medidas pro-

filácticas. Lo que es importante mencio-
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nar es que sencillas medidas de preven-

ción disminuyen en 1 o 2 órdenes de mag-

nitud la posibilidad de contagio.

El modelo asume que la tasa de cre-

cimiento de la población susceptible S(t)

se ajusta a la ya tradicional función loǵısti-

ca. La tasa de variación de la población

infectada I(t) se compone del paso de la

población S a I, y disminuye como δ I,

en donde δ refleja el inverso del peŕıodo

del paso del VIH al SIDA, el cual pue-

de ser de 5 o 7 años. Debe mostrarse

que el grado de contagio se explica por

el peŕıodo prolongado en el cual el por-

tador del VIH es asintomático. Medidas

como ampliar los test de detección de se-

ropositivos, al motivar al portador asin-

tomático del VIH a usar protección, equi-

valen a disminuir el peŕıodo de conta-

gio aumentando δ y decreciendo sensi-

blemente I.
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Por lo anterior, el modelo se expresa

aśı:

dS

dt
= rS

(
1 − S

K

)
− pS

I

S + I

dI

dt
= pS

I

S + I
− δ I (5)

Llamando

N(t) := S(t) + I(t)

dN

dt
=

dS

dt
+

dI

dt
(6)

el sistema se escribe en función de N(t)

y de I(t):

dN

dt
= r(N − I)

(
1 − N − I

K

)
− δ I

:= H(N, I)

dI

dt
= p

(
1 − I

N

)
I − δ I

:= G(N, I) (7)
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Si el sistema (5) tiene solución en el cua-

drante positivo (S ≥ 0, I ≥ 0), el (7)

también tiene solución.

La función

φ(S, I) :=
SI

S + I

no es continua en �2, basta observar que

el valor φ(−α, α) no está definido. Sin

embargo, en I ≥ 0 y S ≥ 0, excluyen-

do el punto (0, 0), la función φ(S, I) es

continua; en efecto, según sea S �= 0 o

I �= 0:

SI

S + I
< I ó

SI

S + I
< S

En el punto en (0, 0) la función φ(S, I)

no es derivable, sin embargo, śı es lips-

chitziana1 en el primer cuadrante (cerra-

do) incluyendo el origen. Por lo tanto, el

1Una función f : I → � definida sobre
un intervalo de los números reales, con valores
reales, satisface la condición de Lipschitz si exis-
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sistema (7) admite solución. Se le sugie-

re al lector: (i) demostrar que no existe

la derivada en (0, 0) de φ(S, I). (ii) ue

la función φ(S, I) es lipschitziana.

Para que la epidemia se propague se

requiere que I �= 0 y dI/dt > 0, por lo

cual

p >
δ

1 − I/N
(8)

Entonces, aún en el caso de alta preva-

lencia del VIH I/N , reduciendo p o au-

mentando δ, disminuyendo los encuen-

tros sexuales sin protección de los porta-

dores de VIH, puede diferirse la expan-

sión de la epidemia.

te una constante K ≥ 0 tal que |f(x) − f(y)| ≤
K |x − y| para todo x y y en el intervalo I. El
nombre es en honor del matemático alemán Ru-
dolf Lipschitz.

27
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5.2. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio (Ne, Ie) del sis-

tema dinámico (7) se determinan resol-

viendo H(N, I) = 0 y G(N, I) = 0. El

punto de equilibrio trivial es:

X0 := (Ne, Ie)0 = (K, 0). (9)

El punto de equilibrio no trivial se obtie-

ne despejando I de la segunda ecuación

(7) y remplazando en la primera. Los va-

lores del punto son:

X1 := (Ne, Ie)

Ne =
Kp(r + δ − p)

rδ

Ie =
K(p − δ)(r + δ − p)

rδ
(10)

Este punto tiene sentido biológico si p <

r+δ, p > δ; es decir, el valor de p está li-

mitado por

δ < p < r + δ (11)
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Fuera de este rango, o se contagia toda

la población susceptible, o la epidemia

se extingue.

5.3. Estabilidad de los puntos de
equilibrio

La estabilidad de los puntos de equilibrio

se determina con base en la matriz del

jacobiano,

J(N, I)

=

[
J11(N, I) J12(N, I)

J21(N, I) J22(N, I)

]
(12)
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con los elementos matriciales

J11(N, I) = r − 2r

K
(N − I)

J12(N, I) = −J11(N, I) − δ

J21(N, I) = p

(
I

N

)2

J22(N, I) = p − δ − 2p
I

N
(13)

Estado de equilibrio trivial,
(Ne, Ie) = (K, 0)

En este caso, la matriz del jacobiano

J(K, 0) =

[
−r r − δ

0 p − δ

]
(14)

tiene valores propios λ1 = −r y λ2 =

p − δ. Es decir, si p > δ el punto fijo

(Ne, Ie) = (K, 0) es inestable; cualquier

variación de I > 0 contagia toda la po-

blación susceptible. Por el contrario, si
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p < δ, el punto fijo es estable; la pobla-

ción tiende a eliminar los nuevos infec-

tados.

Para comprobar la eficiencia de los

métodos educativos, piénsese en un peŕıodo

de incubación VIH-SIDA de 5 años, con

δ = 0, 2; un método profiláctico puede

reducir p a menos de 1/100, p < δ.

El análisis de la matriz del jacobiano

J(N, I) en el punto trivial (0, 0) no es

aplicable, dado que J(N, I) no es compu-

table en (0, 0), por la no existencia de

la derivada. Sin embargo si se considera

una solución con condición inicial (ε, 0),

ésta tiende al punto (K, 0), por lo cual

el punto (0, 0) es inestable.
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Estado de equilibrio no trivial,
(Ne, Ie)

La matriz del jacobiano se reduce a

J(Ne, Ie)

=

[
2(p − δ) − r −2p + r + δ

(p − δ)2/p −(p − δ)

]
(15)

La ecuación caracteŕıstica está dada

por

λ2 + λ(p − δ − r)

+
1

p
(p − δ)δ(δ + r − p) = 0 (16)

Dado que δ < p < r + δ, la suma de

las ráıces es negativa, p − δ − r < 0. El

producto (p−δ)δ(δ+r−p)/p es positivo.

Por lo tanto, ambas ráıces tienen parte

real negativa. El punto de equilibrio es

estable. Se tiene una situación endémica.
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20

40

60

80

100
K = 100

N(t) = S(t) + I(t)

I(t)

Figura 3: ropagaci ón de VIH según el
modelo (7), para los parámetros
K = 100, p = 0,21, r = 0,03,
δ = 0,2, que conducen a un
estado de equilibrio (Ne, Ie) =
(70, 3,333). Las condiciones ini-
ciales son: N(0) = 10 y I(0) =
1.
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Como ejemplo, considérense los valo-

res p = 0,21, r = 0,03, δ = 0,2, que satis-

facen el criterio biológico δ < p < r + δ

que garantiza que el estado de equili-

brio (10), (Ne, Ie) = (0,7K, 0,0333K),

es atractivo. El comportamiento tempo-

ral se ilustra en la figura 3.

Anexo

Demostrar que la función

φ(x, y) =
xy

x + y
, φ(0, 0) = 0

es lipschitziana en el cuadrante {(x, y)x ≥
0, y ≥ 0}.

Es trivial observar que φ no es conti-

nua en �2, φ(ξ,−ξ) no está definida.

En el primer cuadrante excluido (0, 0),

xy

x + y
≤ xy

x
= y (si x �= 0)

xy

x + y
≤ xy

y
= x (si y �= 0)

34



Por lo tanto, dado ε > 0 basta escoger

la vecindad {(x, y), x ≤ ε, y ≤ ε},
xy

x + y
≤ ε.

φ(x, y) no es derivable en (0, 0). Si

φ(x, y) fuese derivable en (0, 0), se tendŕıa

φ(x, y) − φ(0, 0) − T (x, y) = O(||(x, y)||)
en donde T es lineal y necesariamente de

la forma

T (x, y) = αx + βy.

Por lo tanto se tiene

xy

x + y
− αx − βy = O(||(x, y)||)

Haciendo tender la (x, y) → (0, 0) a través

de y = 0, cuando x → 0, se tiene

−αx = O(||(x, y)||), por lo tanto

para obtener

ĺım
(x,y)→(0,0),y=0

| − αx|
(x2 + y2)1/2

= α = 0
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De igual forma se muestra que β = 0.

Por lo cual

xy

x + y
= O(||(x, y)||)

ĺım
(x,y)→(0,0)

xy

(x + y)(x2 + y2)1/2
.

Si se hace el ĺımite a través de x = y se

tiene

ĺım
(x,y)→(0,0),x=y

x2

(23/2x2)
=

1

23/2
�= 0

Por lo tanto no existe la derivada.

φ(x, y) es lipschitziana en (0, 0) y está

tringida al primer cuadrante:

xy

x + y
≤ x si y �= 0

xy

x + y
≤ y si x �= 0

Por lo tanto, xy
x+y

≤ sup{x, y} ≤ ||(x, y)||
es lipschitziana con k = 1.
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[7] José Fernando Isaza D., Diógenes
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